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�°¥¤¨±«®¢¨¥

�°¥¤« £ ¥¬ ¿ ·¨² ²¥«¿¬ ¯¥°¢ ¿ · ±²¼ "� ¬¥²®ª ¯® ½ª®­®¬¥-

²°¨ª¥" ®²«¨· ¥²±¿ ®² ²° ¤¨¶¨®­­»µ ³·¥¡­»µ ¯®±®¡¨© ¢ ­¥±ª®«¼-

ª¨µ ®²­®¸¥­¨¿µ. �²® ±¢¿§ ­® ± ²¥¬, ·²®  ¢²®° ±ª«®­¥­ ° ±±¬ -

²°¨¢ ²¼ "� ¬¥²ª¨" ­¥ ª ª ®±­®¢­®© ³·¥¡­¨ª,   ±ª®°¥¥ ª ª ¤®-

¯®«­¨²¥«¼­»© ¨±²®·­¨ª, ª®²®°»© ¬®¦¥² ®ª § ²¼±¿ ¯®«¥§­»¬ ¤«¿

° §«¨·­»µ ª ²¥£®°¨© ·¨² ²¥«¥©. �®½²®¬³, ± ®¤­®© ±²®°®­», ¢

²¥ª±²¥ ®²±³²±²¢³¾² ¨««¾±²° ²¨¢­»¥ ¯°¨¬¥°», ±®¤¥°¦ ¹¨¥ ®¯¨-

± ­¨¥ °¥§³«¼² ²®¢ ª®­ª°¥²­»µ ½ª®­®¬¥²°¨·¥±ª¨µ ° ¡®²,  , ± ¤°³-

£®© ±²®°®­», ­¥² ¨ ²° ¤¨¶¨®­­»µ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª¨µ ¤®¯®«­¥­¨© ±

¨§«®¦¥­¨¥¬ ¯®«¥§­»µ ±¢¥¤¥­¨© ¨§ «¨­¥©­®©  «£¥¡°», ²¥®°¨¨ ¢¥°®-

¿²­®±²¥© ¨ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®© ±² ²¨±²¨ª¨. �¥² ¨ ¤«¨­­®£® ±¯¨±ª 

«¨²¥° ²³°». �±¥ ½²® ¬®¦­® ­ ©²¨ ³ ¬­®£¨µ  ¢²®°®¢, ­ ¯°¨-

¬¥°, ¢ ¯¥°¢®¬ ±®¢°¥¬¥­­®¬ ®²¥·¥±²¢¥­­®¬ ³·¥¡­¨ª¥ �.�.� £­³± ,

�.�.� ²»¸¥¢  ¨ �.�.�¥°¥±¥¶ª®£® "�ª®­®¬¥²°¨ª . � · «¼­»©

ª³°±" (¨§¤. 3-¥, �., "�¥«®", 2000).

� ²® ¦¥ ¢°¥¬¿ ®±®¡®¥ ¢­¨¬ ­¨¥ ¢ "� ¬¥²ª µ" ³¤¥«¥­® ®¯¨± -

­¨¾ ­¥ª®²®°»µ ¬®²¨¢¨°®¢®ª,   ² ª¦¥ ¨§«®¦¥­¨¾ ¤¥² «¥©, ­¥¤®-

±² ²®·­®, ª ª ­ ¬ ª ¦¥²±¿, ¯°¥¤±² ¢«¥­­»µ ¢ ³·¥¡­®© «¨²¥° -

²³°¥. � ­¥ª®²®°»¬ ° §®· °®¢ ­¨¥¬ ¯°¨µ®¤¨²±¿ ª®­±² ²¨°®¢ ²¼,

·²® ¤ ¦¥ ² ª¨¥ ¯°¨§­ ­­»¥ ³·¥¡­¨ª¨, ª ª W.H.Greene "Econo-

metric Analysis" (Fourth ed., Prentice Hall, 2000) ¨ J.Stewart & L.Gill

"Econometrics" (Second ed., Prentice Hall, 1998) ±®¤¥°¦ ² °¿¤ ­¥-

²®·­®±²¥©, ¢ ²®¬ ·¨±«¥ ¨ ¢ ­ · «¼­»µ £« ¢ µ. �¢²®° ¯®¯»² «±¿

¨§¡¥¦ ²¼ ­¥ª®²®°»µ ¨§ ­¨µ. � §³¬¥¥²±¿, ®±² ¢¸¨¥±¿ ®¸¨¡ª¨ «¥-
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¦ ² ¨±ª«¾·¨²¥«¼­® ­  ¥£® ±®¢¥±²¨.

�»¡° ­­»© ±¯®±®¡ ¨§«®¦¥­¨¿ ¯°¥¤¯®« £ ¥² ¤®±² ²®·­³¾ ¯°¨-

¢»·ª³ ®¯¥°¨°®¢ ­¨¿ ±® ±² ­¤ °²­»¬¨ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª¨¬¨ ¯®­¿²¨-

¿¬¨. �­ ¨±¯®«¼§®¢ «±¿  ¢²®°®¬ ¯°¨ ° ¡®²¥ ±® ±«³¸ ²¥«¿¬¨ ¬ £¨-

±²¥°±ª®© ¯°®£° ¬¬» ¯® ½ª®­®¬¨ª¥ ¢ �¢°®¯¥©±ª®¬ ³­¨¢¥°±¨²¥²¥ ¢

� ­ª²-�¥²¥°¡³°£¥ (1997 | 2001 £.£.),   ² ª¦¥ ¯°¨ ·²¥­¨¨ «¥ª¶¨©

¢ �®¢£®°®¤±ª®¬ £®±³¤ °±²¢¥­­®¬ ³­¨¢¥°±¨²¥²¥ ¨¬. �°®±« ¢  �³-

¤°®£® ¢ ° ¬ª µ £° ­²  ��� HBC 812 ¢ 1999 ¨ 2000 £.£. �»° ¦ ¾

¢±¥¬ ±«³¸ ²¥«¿¬ ¡« £®¤ °­®±²¼ §  ¯°®¿¢«¥­­³¾ § ¨­²¥°¥±®¢ ­-

­®±²¼ ¨ ±²¨¬³«¨°³¾¹¨¥ ¢®¯°®±» ¨ § ¬¥· ­¨¿. �±®¡® ¡« £®¤ °¾

ª®««¥ª²¨¢ ¯°¥¯®¤ ¢ ²¥«¥© ´ ª³«¼²¥²  ½ª®­®¬¨ª¨ ����¡ §  ²³

²¢®°·¥±ª³¾  ²¬®±´¥°³, ª®²®° ¿ ¯®¤¤¥°¦¨¢ ¥²±¿ ­  ´ ª³«¼²¥²¥

¢ ²¥·¥­¨¥ ²¥¯¥°¼ ³¦¥ ¬­®£¨µ «¥².

�® ¢°¥¬¿ ­ ¯¨± ­¨¿ ¯¥°¢®© · ±²¨ "� ¬¥²®ª"  ¢²®° ¯®«¼§®¢ «±¿

¯®¤¤¥°¦ª®© £° ­²  ��� HBC 812.

� ­ª²-�¥²¥°¡³°£, ¬ °² 2001 £.
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�« ¢  1

�¢¥¤¥­¨¥

1.1 �¯¥¶¨´¨ª  ¬®¤¥«¥© ¨ ½¬¯¨°¨·¥±ª¨µ ¤ ­­»µ ¢ ½ª®-

­®¬¨ª¥

� ¦¤®¥ ½ª®­®¬¥²°¨·¥±ª®¥ ¨±±«¥¤®¢ ­¨¥ ¯°®¢®¤¨²±¿ ¢ ° ¬ª µ

­¥ª®²®°®© ¬®¤¥«¨ | ³¬®§°¨²¥«¼­®© ª®­±²°³ª¶¨¨, ¢»¤¥«¿¾¹¥©

£« ¢­»¥, ±³¹¥±²¢¥­­»¥ ±²®°®­» ¨­²¥°¥±³¾¹¥£® ¨±±«¥¤®¢ ²¥«¿

´° £¬¥­²  ®ª°³¦ ¾¹¥£® ½ª®­®¬¨·¥±ª®£® ¬¨°  ¨ ®²¡° ±»¢ ¾¹¥©

²¥, ª®²®°»¥ ¯°¥¤±² ¢«¿¾²±¿ ­¥§­ ·¨¬»¬¨. � ¯°®¶¥±±¥ ¨±±«¥¤®-

¢ ­¨¿ ¬®¤¥«¼ ¬®¦¥² ¯°¥²¥°¯¥¢ ²¼ ®¯°¥¤¥«¥­­»¥ ¨§¬¥­¥­¨¿. �§ -

¨¬®®²­®¸¥­¨¿ ¬®¤¥«¨ ¨ ¬®¤¥«¨°³¥¬®£® ¿¢«¥­¨¿ ¬®£³² ¡»²¼ ¤®-

¢®«¼­® ¤¥«¨ª ²­»¬¨, ¨ · ±²® ¨¬¥­­® ¢ ­¨µ ª°®¥²±¿ ³±¯¥µ (¨«¨

­¥³¤ · ) ¨±±«¥¤®¢ ­¨¿. �§»ª ®¯¨± ­¨¿ ¬®¤¥«¨ · ¹¥ ¢±¥£® | ¬ -

²¥¬ ²¨ª .

�ª®­®¬¨·¥±ª ¿ ­ ³ª , ª ª ®¤­  ¨§ ­ ³ª ® ·¥«®¢¥·¥±ª®¬ ®¡¹¥-

±²¢¥, ®¡« ¤ ¥² °¿¤®¬ ®±®¡¥­­®±²¥©, ®²«¨· ¾¹¨µ ¥¥ ®² ¬­®£¨µ

¤°³£¨µ ®¡« ±²¥© ¯°¨¬¥­¥­¨¿ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª¨µ ¬¥²®¤®¢ (¢ · ±²­®-

±²¨, ®² ´¨§¨ª¨, £¤¥ ² ª¨¥ ¬¥²®¤» ° §¢¨²» ¢ ­ ¨¡®«¼¸¥© ±²¥¯¥­¨).

�°¥¦¤¥ ¢±¥£® ±«¥¤³¥² ®²¬¥²¨²¼, ·²® ¢ ½ª®­®¬¨·¥±ª¨µ ¨±±«¥¤®-

¢ ­¨¿µ ¯° ª²¨·¥±ª¨ ­¥² ¬¥±²   ª²¨¢­®¬³ ½ª±¯¥°¨¬¥­²³. �±«¨,

±ª ¦¥¬, ´¨§¨ª-½ª±¯¥°¨¬¥­² ²®° ± ¬ ±®§¤ ¥² ³±«®¢¨¿ ¤«¿ ¯°®¢¥-

¤¥­¨¿ ®¯»²  | £®²®¢¨²  ¯¯ ° ²³°³, ¯°¨¢®¤¨² ¢ ­³¦­®¥ ±®±²®-

¿­¨¥ ¨§³· ¥¬³¾ ±³¡±² ­¶¨¾ ¨ ². ¤.,   ´¨§¨ª-²¥®°¥²¨ª ±² ° ¥²±¿
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®¡º¿±­¨²¼ ¨«¨ ¯°¥¤±ª § ²¼ °¥§³«¼² ² ² ª®£® ¶¥«¥­ ¯° ¢«¥­­®£®

½ª±¯¥°¨¬¥­² , ²® ½ª®­®¬¨±²-¨±±«¥¤®¢ ²¥«¼ ­  ¯¥°¢®¬ ½² ¯¥ «¨¸¼

­ ¡«¾¤ ¥² §  µ®¤®¬ ±®¡»²¨© ¨ ´¨ª±¨°³¥² ¯°®¨±µ®¤¿¹¥¥. (�®-

±«¥¤³¾¹¨¥ § ¤ ·¨, ª®­¥·­®, ¡³¤³², ª ª ¨ ¢ «¾¡®© ¤°³£®© ­ ³ª¥,

±² ­¤ °²­»¬¨ | ®¡º¿±­¨²¼ ¨ ¯°¥¤±ª § ²¼).

� «¥¥, ·¥«®¢¥ª, ª ª ±³¹¥±²¢® ±®§­ ²¥«¼­®¥, ±¯®±®¡¥­ ¢ ²®© ¨«¨

¨­®© ±²¥¯¥­¨ ¢«¨¿²¼ ­  ®¡¹¥±²¢¥­­»¥ ¯°®¶¥±±» (­¥¢ ¦­®, ®¯¨-

° ¿±¼ ­  ½ª®­®¬¨·¥±ª³¾ ²¥®°¨¾, ¢®¯°¥ª¨ ¥© ¨«¨ ¦¥ ¢­¥ ±¢¿§¨ ±

­¥©). �¥ª®²®°»¥ ±²®°®­» ¯®¤®¡­®£® ¢«¨¿­¨¿ ¬®¦­® ³±«®¢­® ®¡®-

§­ ·¨²¼ ª ª "¯®«¨²¨·¥±ª¨¥" ´ ª²®°» | ¡�®«¼¸ ¿ · ±²¼ ½ª®­®¬¨-

·¥±ª¨µ ¬®¤¥«¥© ° ±±¬ ²°¨¢ ¥² ¨µ ª ª § ¤ ­­»¥ ¨§¢­¥ | ½ª§®-

£¥­­®. � ¤°³£¨µ ±¨²³ ¶¨¿µ ¢®§­¨ª ¾² ² ª ­ §»¢ ¥¬»¥ (²¥°¬¨­

· ±²® ¨±¯®«¼§³¥²±¿ ¨ ¢ ´¨§¨ª¥) ª®««¥ª²¨¢­»¥ ½´´¥ª²». �¥°¢»©

¨ ­ ¨¡®«¥¥ ¨§¢¥±²­»© ¯°¨¬¥° ² ª®£® ½´´¥ª²  ¢ ½ª®­®¬¨·¥±ª®©

±´¥°¥ | "²¥®°¥¬  ® ­¥¢¨¤¨¬®© °³ª¥" �¤ ¬  �¬¨² .

�®««¥ª²¨¢­»¥ ½´´¥ª²» ¯®±²®¿­­® ¢ ²®© ¨«¨ ¨­®© ´®°¬¥ ¯°®-

¿¢«¿¾²±¿ ¢ ½ª®­®¬¥²°¨ª¥. �¡»·­® ½²® ¢»° ¦ ¥²±¿ ¢ ¯°¨±³²±²¢¨¨

±²®µ ±²¨·¥±ª¨µ µ ° ª²¥°¨±²¨ª (¯®¤°®¡­¥¥ ±¬. ­¨¦¥). � ¬¥²¨¬,

¢¯°®·¥¬, ·²® ½²® ¤ «¥ª® ­¥ ¥¤¨­±²¢¥­­ ¿ ¯°¨·¨­  ¨µ ¯®¿¢«¥­¨¿.

�¤¥±¼ ±«¥¤³¥² ®²¬¥²¨²¼ ®¤­³ ¢ ¦­³¾ ®±®¡¥­­®±²¼. �² ²¨±²¨·¥-

±ª¨¥ ¬¥²®¤», ° §¢¨¢ ¢¸¨¥±¿ ¢ ²¥·¥­¨¥ ¬­®£¨µ ¤¥±¿²¨«¥²¨©, ­ -

·¨­ ¿ ±® ¢²®°®© ¯®«®¢¨­» XIX ¢¥ª  (ª¨­¥²¨·¥±ª ¿ ²¥®°¨¿ £ -

§®¢ �.�®«¼¶¬ ­ ), ¡»«¨ ®°¨¥­²¨°®¢ ­» ­  ¨±¯®«¼§®¢ ­¨¥ ¨¬¥­­®

¢ ´¨§¨ª¥, £¤¥ ¬ ±¸² ¡» "ª®««¥ª²¨¢­®±²¨" ¿¢«¥­¨© ¢»° ¦ ¾²±¿

®£°®¬­»¬¨ ·¨±« ¬¨ | ¨§ ¸ª®«¼­®£® ª³°±  ´¨§¨ª¨ ¨§¢¥±²­® ² ª

­ §»¢ ¥¬®¥ ·¨±«® �¢®£ ¤°® | 6 � 1023 ¬®«¥ª³« ¢ ®¤­®¬ ¬®«¥ ¢¥-

¹¥±²¢ . �®®²¢¥²±²¢¥­­®, ¨ ´¨§¨·¥±ª¨¥ § ª®­®¬¥°­®±²¨ ¢»¯®«­¿-

¾²±¿ ± ¡®«¼¸®© ²®·­®±²¼¾. � ¯°®²¨¢, ª®««¥ª²¨¢­»¥ ½´´¥ª²»

¢ ½ª®­®¬¨·¥±ª®© ®¡« ±²¨ ±¢¿§ ­» ± ±®¢±¥¬ ¤°³£¨¬¨ ·¨±« ¬¨, ¢

²®¬ ·¨±«¥ ¨ ¢¥±¼¬  ±ª°®¬­»¬¨. � ª, ·¨±«® ´¨°¬, ° ¡®² ¾¹¨µ

­  °»­ª¥, ¬®¦¥² ¨±·¨±«¿²¼±¿ ²»±¿· ¬¨, ±®²­¿¬¨ ¨«¨ ¡»²¼ ¥¹¥

¬¥­¼¸¥. �¨±«® ¯®ª³¯ ²¥«¥©, ¯°¨­¨¬ ¥¬»µ ¢® ¢­¨¬ ­¨¥ ¢ ° ±±¬ -
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²°¨¢ ¥¬®© ¬®¤¥«¨, ¢°¿¤ «¨ ¡³¤¥² ¯°¥¢»¸ ²¼ ­¥±ª®«¼ª® ¬¨««¨®­®¢

(  ¬¨««¨®­ | ½²® ¢±¥£® «¨¸¼ 106).

�®½²®¬³ ½ª®­®¬¨·¥±ª¨¥ ±®®²­®¸¥­¨¿, ®±®¡¥­­® ¢ ¬¨ª°®½ª®­®-

¬¨·¥±ª¨µ ¬®¤¥«¿µ, ¢»¯®«­¿¾²±¿ ¢¥±¼¬  ¯°¨¡«¨§¨²¥«¼­®, · ±²®

¤ ¦¥ «³·¸¥ ±ª § ²¼ | ¢ ²¥­¤¥­¶¨¨ (±ª®°¥¥ ª ·¥±²¢¥­­®, ·¥¬ ª®-

«¨·¥±²¢¥­­®). � ¬¨ ¬®¤¥«¨, ¨±¯®«¼§³¾¹¨¥±¿ ¢ ½ª®­®¬¥²°¨·¥±ª¨µ

¨±±«¥¤®¢ ­¨¿µ, ¢»­³¦¤¥­­® (¨§ ±®®¡° ¦¥­¨© ¶¥«¥±®®¡° §­®±²¨)

¿¢«¿¾²±¿ ¯°®±²»¬¨, ®¡»·­® «¨­¥©­»¬¨ (±¬. ­¨¦¥). �®«¼ª® ¢

°¥¤ª¨µ ±«³· ¿µ, ª ª ¢ ²¥®°¨¨ ´¨­ ­±®¢»µ ¢°¥¬¥­­»µ °¿¤®¢, £¤¥

¨±±«¥¤®¢ ²¥«¾ ¬®£³² ®ª § ²¼±¿ ¤®±²³¯­»¬¨ ¬¨««¨®­» ¤ ­­»µ,

¨¬¥¥² ±¬»±« ª®­±²°³¨°®¢ ²¼ § ¬»±«®¢ ²»¥ ³²®­·¥­­»¥ ¬®¤¥«¨.

� ¬¨ ±² ²¨±²¨·¥±ª¨¥ ¬¥²®¤» ¢® ¬­®£¨µ  ±¯¥ª² µ ¯°¨µ®¤¨²±¿ ¯¥-

°¥®±¬»±«¨¢ ²¼ ¨ ¤ ¦¥ ¬¥­¿²¼ ¯°¨ ¯¥°¥µ®¤¥ ®² ´¨§¨ª¨ ª ­®¢»¬

®¡« ±²¿¬ ¨±±«¥¤®¢ ­¨¿.

1.2 � · «¼­®¥ ®¯¨± ­¨¥ ¯°¥¤¬¥²  ½ª®­®¬¥²°¨ª¨ ¨ ¥¥ § -

¤ ·

�ª®­®¬¥²°¨ª  ¥±²¼ ¢¥²¢¼ ½ª®­®¬¨·¥±ª®© ­ ³ª¨, ±¢¿§ ­­ ¿ ± ª®«¨-

·¥±²¢¥­­»¬ ®¶¥­¨¢ ­¨¥¬ ½ª®­®¬¨·¥±ª¨µ § ª®­®¬¥°­®±²¥©. �ª®-

­®¬¥²°¨·¥±ª®¥ ¨±±«¥¤®¢ ­¨¥ ®±­®¢»¢ ¥²±¿ ­  ½ª®­®¬¨·¥±ª®© ²¥-

®°¨¨ ¨ ­  ´ ª² µ, ®²­®±¿¹¨µ±¿ ª ±®¡»²¨¿¬, ¨¬¥¢¸¨¬ ¬¥±²® ¢

°¥ «¼­®¬ ½ª®­®¬¨·¥±ª®¬ ¬¨°¥.

�ª®­®¬¨·¥±ª ¿ ²¥®°¨¿ ¤ ¥² ¨±±«¥¤®¢ ²¥«¾ ¬®¤¥«¼ ¨­²¥°¥±³¾-

¹¨µ ¥£® ¿¢«¥­¨©. �±­®¢­»¥ ½ª®­®¬¥²°¨·¥±ª¨¥ ¬®¤¥«¨ ¨¬¥¾²  «-

£¥¡° ¨·¥±ª¨© µ ° ª²¥°, ².¥. ¯°¥¤±² ¢«¿¾²±¿ ¢ ¢¨¤¥ ±®¢®ª³¯­®±²¨

³° ¢­¥­¨©, ±¢¿§»¢ ¾¹¨µ ¯°¨­¨¬ ¥¬»¥ ¢® ¢­¨¬ ­¨¥ µ ° ª²¥°¨-

±²¨ª¨ ¨ ¢ª«¾· ¾¹¨µ ­¥®¯°¥¤¥«¥­­»¥ ("±¢®¡®¤­»¥") ¯ ° ¬¥²°»,

ª®²®°»¥ ®¶¥­¨¢ ¾²±¿ ­  ®±­®¢¥ ½¬¯¨°¨·¥±ª¨µ ¤ ­­»µ. �¬¯¨°¨-

·¥±ª¨¥ ¤ ­­»¥ ¯°¥¤±² ¢«¿¾² ±®¡®© ª®«¨·¥±²¢¥­­® ¢»° ¦¥­­»¥

´ ª²», ®²­®±¿¹¨¥±¿ ª ¨§³· ¥¬®© § ¤ ·¥. � ª ¯° ¢¨«®, ¯°¥¤¢ °¨-

²¥«¼­® ®­¨ ¯®¤¢¥°£ ¾²±¿ ° §«¨·­»¬ ¯°®¶¥¤³° ¬ ³²®·­¥­¨¿, ª®-
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²®°»µ ¬» §¤¥±¼ ­¥ ª ± ¥¬±¿.

� ¦­®© ®±®¡¥­­®±²¼¾ ½ª®­®¬¥²°¨·¥±ª¨µ ¬®¤¥«¥© ¿¢«¿¥²±¿ ¨µ

±²®µ ±²¨·¥±ª¨© µ ° ª²¥°| ­¥ª®²®°»¥ ½ª®­®¬¨·¥±ª¨¥ ¯®ª § ²¥«¨

²° ª²³¾²±¿ ª ª ±«³· ©­»¥ ¢¥«¨·¨­». � ±±¬ ²°¨¢ ¥¬»¥ ­¨¦¥ ¬®-

¤¥«¨ ¢ ¡®«¼¸¨­±²¢¥ ±¢®¥¬ ¿¢«¿¾²±¿ «¨­¥©­»¬¨ ¢ ¤¢³µ ®²­®¸¥-

­¨¿µ. �®-¯¥°¢»µ, ¯® ¯ ° ¬¥²° ¬, ². ¥. ¯ ° ¬¥²°» ¢µ®¤¿² ¢ ³° ¢-

­¥­¨¿ ¬®¤¥«¨ «¨­¥©­®. �®-¢²®°»µ, ¯® ±²®µ ±²¨·¥±ª¨¬ ®¸¨¡ª ¬

(±¬. ­¨¦¥) | ®­¨ ¢ª«¾· ¾²±¿ ¢ ³° ¢­¥­¨¿  ¤¤¨²¨¢­®, ª ª ±« -

£ ¥¬»¥, ®¯¨±»¢ ¾¹¨¥ ´«³ª²³ ¶¨¨ ¢®ª°³£ ­¥ª®²®°»µ "£« ¢­»µ",

­ ¯°¨¬¥°, ±°¥¤­¨µ §­ ·¥­¨©. � «¨­¥©­»¬ ¬®¤¥«¿¬ ¨­®£¤  ³¤ -

¥²±¿ ±¢®¤¨²¼ ¨ ­¥ª®²®°»¥ ¤°³£¨¥.

�«¿ ®¶¥­¨¢ ­¨¿ ¯ ° ¬¥²°®¢ ¬®¤¥«¨, ¯°®¢¥°ª¨ £¨¯®²¥§ ® ­¨µ ¨

°¥¸¥­¨¿ ¯°®·¨µ ±®¯³²±²¢³¾¹¨µ ¢®¯°®±®¢ ¨±¯®«¼§³¥²±¿ ½ª®­®¬¥-

²°¨·¥±ª ¿ ²¥µ­¨ª , ¢ª«¾· ¾¹ ¿ ¢ ±¥¡¿ ° §«¨·­»¥ ¬¥²®¤» ¨ ¯°¨-

¥¬» ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®© ±² ²¨±²¨ª¨, ¢® ¬­®£¨µ ±«³· ¿µ ±¯¥¶¨ «¼­®

¯°¨±¯®±®¡«¥­­»¥ ¤«¿ ½²¨µ ¶¥«¥©.

�¶¥­¥­­ ¿ ½ª®­®¬¥²°¨·¥±ª ¿ ¬®¤¥«¼ ¬®¦¥² ¨±¯®«¼§®¢ ²¼±¿ ª ª

¤«¿ ±²°³ª²³°­®£®  ­ «¨§ , ¢ª«¾· ¿ ®¡° ²­®¥ ¢«¨¿­¨¥ ­  ½ª®­®-

¬¨·¥±ª³¾ ²¥®°¨¾, ² ª ¨ ¤«¿ ¯°®£­®§¨°®¢ ­¨¿ ¨ ±¢¿§ ­­®© ± ­¨¬

¢»° ¡®²ª¨ ½ª®­®¬¨·¥±ª®© ¯®«¨²¨ª¨.

�±­®¢­»¥ ¢¥«¨·¨­», ¢µ®¤¿¹¨¥ ¢ ³° ¢­¥­¨¿ ¬®¤¥«¨, ¯®¤° §¤¥«¿-

¾²±¿ ­  ¢­³²°¥­­¨¥ (½­¤®£¥­­»¥) ¨ ¢­¥¸­¨¥ (½ª§®£¥­­»¥). �­³-

²°¥­­¨¥ ¢¥«¨·¨­» ±®¢¬¥±²­® ®¯°¥¤¥«¿¾²±¿ ¬®¤¥«¼¾; ¬®¦­® ±ª -

§ ²¼, ·²® ¢ ­¥ª®²®°®¬ ±¬»±«¥ ¬®¤¥«¼ ®¡º¿±­¿¥² ¨µ. � ¯°®²¨¢,

½ª§®£¥­­»¥ ¢¥«¨·¨­», µ®²¿ ¨ ¢µ®¤¿² ¢ ¬®¤¥«¼ ±³¹¥±²¢¥­­»¬ ®¡° -

§®¬, ®¯°¥¤¥«¿¾²±¿ ®²¤¥«¼­»¬¨ ¬¥µ ­¨§¬ ¬¨ ¢­¥ ¥¥ ° ¬®ª ¨ ¢»-

±²³¯ ¾², ¢ § ¢¨±¨¬®±²¨ ®² ±¨²³ ¶¨¨, ª ª ®¡º¿±­¿¾¹¨¥ ¢¥«¨·¨­»,

³¯° ¢«¿¾¹¨¥ ¢¥«¨·¨­», ­ · «¼­»¥ ¨«¨ £° ­¨·­»¥ ³±«®¢¨¿ ¨ ². ¤.,

¨ ². ¯.

�²®µ ±²¨·¥±ª¨¥ ±« £ ¥¬»¥, ¢µ®¤¿¹¨¥ ¢ ³° ¢­¥­¨¿ «¨­¥©­®© ¬®-

¤¥«¨, ®²«¨· ¾²±¿ ®² ®±­®¢­»µ ¢¥«¨·¨­ ¯°¥¦¤¥ ¢±¥£® ²¥¬, ·²®

®­¨ ¯°¨­¶¨¯¨ «¼­® ­¥ ­ ¡«¾¤ ¥¬» (§ ¬¥²¨¬, ·²® ®±­®¢­»¥ ¢¥-
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«¨·¨­» ² ª¦¥ ¬®£³² ¡»²¼ ±«³· ©­»¬¨). � ±²® ¨µ ­ §»¢ ¾²

®¸¨¡ª ¬¨ (errors) ¨«¨ ¢®§¬³¹¥­¨¿¬¨. �®¤®¡­»¥ ·«¥­» ®¡»·­®

¢ª«¾· ¾²±¿ ¢® ¢±¥ ³° ¢­¥­¨¿ ¬®¤¥«¨, ª°®¬¥ ³±«®¢¨© ° ¢­®¢¥±¨¿

¨ ²®¦¤¥±²¢ (²®¦¤¥±²¢  ¬®¦­® ¥¹¥ ²° ª²®¢ ²¼ ª ª ®¯°¥¤¥«¥­¨¿).

�°¨±³²±²¢¨¥ ±²®µ ±²¨·¥±ª¨µ ®¸¨¡®ª ¢ ³° ¢­¥­¨¿µ ¬®²¨¢¨°³¥²±¿

ª®¬¯«¥ª±®¬ ¯°¨·¨­ | ¢«¨¿­¨¥¬ ­¥³·²¥­­»µ ´ ª²®°®¢, ­¥¯°¥¤-

±ª §³¥¬®±²¼¾ ·¥«®¢¥·¥±ª¨µ °¥ ª¶¨©, ­¥²®·­®±²¿¬¨ ­ ¡«¾¤¥­¨©

¨ ¨§¬¥°¥­¨© ¨ ². ¤.

�°¨¢¥¤¥¬ ­¥±ª®«¼ª® ³·¥¡­»µ ¯°¨¬¥°®¢ (¯®¤®¡­»¥ ¯°¨¬¥°» ¢

° §­»µ ¢ °¨ ­² µ ¯°¨±³²±²¢³¾² ¯° ª²¨·¥±ª¨ ¢® ¢±¥µ ³·¥¡­¨ª µ).

� ®²«¨·¨¥ ®² °¥ «¼­»µ ½ª®­®¬¥²°¨·¥±ª¨µ ¬®¤¥«¥©, ª®²®°»¥ ¬®-

£³² ¢ª«¾· ²¼ §­ ·¨²¥«¼­®¥ (¨­®£¤  ¤¥±¿²ª¨ ¨ ±®²­¨) ·¨±«® ³° ¢-

­¥­¨© ¨ ¢¥«¨·¨­, ³¯°®¹¥­­»¥ ³·¥¡­»¥ ¯°¨¬¥°» (· ±²® ®­¨ ­ -

§»¢ ¾²±¿ ¬®¤¥«¿¬¨{¯°®²®²¨¯ ¬¨) ¢ª«¾· ¾² ¬¨­¨¬ «¼­®¥ ·¨±«®

³° ¢­¥­¨© | ¤«¿ ¯®­¨¬ ­¨¿ ®±­®¢­»µ ¯°¨­¶¨¯®¢ ½ª®­®¬¥²°¨·¥-

±ª®£® ¨±±«¥¤®¢ ­¨¿ ½²®£® ¤®±² ²®·­®. � ²®·ª¨ §°¥­¨¿ ½ª®­®¬¥-

²°¨·¥±ª®© ²¥µ­¨ª¨ §­ ·¨²¥«¼­ ¿ · ±²¼ ¯°®¡«¥¬ ®²·¥²«¨¢® ¯°®-

¿¢«¿¥²±¿ ³¦¥ ¤«¿ ¬®¤¥«¨, ¢ª«¾· ¾¹¥© ®¤­® ¥¤¨­±²¢¥­­®¥ ³° ¢-

­¥­¨¥. � ±²® ² ª¨¬ ³° ¢­¥­¨¥¬ ®ª §»¢ ¥²±¿ ³° ¢­¥­¨¥ «¨­¥©-

­®© (¬­®¦¥±²¢¥­­®©) °¥£°¥±±¨¨, ª®²®°®¥ ¯®¤°®¡­® ®¡±³¦¤ ¥²±¿

¤ «¼¸¥.

�°¨¬¥° 1. �¨ª°®½ª®­®¬¨·¥±ª ¿ ¬®¤¥«¼{¯°®²®²¨¯ ±¯°®±  ¨ ¯°¥¤«®-

¦¥­¨¿. �­  § ¤ ¥²±¿ ³° ¢­¥­¨¿¬¨

q
D = �1 + �2p+ 
1I + "

D
;

q
S = �3 + �4p+ 
2r + "

S
;

q
D = q

S
:

�®¦­® ¯°¥¤±² ¢«¿²¼ ±¥¡¥, ·²® °¥·¼ ¨¤¥² ® ¯°®¨§¢®¤±²¢¥

­¥ª®²®°®£® ±¥«¼±ª®µ®§¿©±²¢¥­­®£® ¯°®¤³ª² . �°¨ ½²®¬

q
D | ª®«¨·¥±²¢® (quantity) ¯°®¤³ª² , ¢»° ¦ ¾¹¥¥ ±¯°®±
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(Demand), qS | ª®«¨·¥±²¢® ¯°®¤³ª² , ¢»° ¦ ¾¹¥¥ ¯°¥¤-

«®¦¥­¨¥ (Supply), p | ¶¥­  (price), I | ¤®µ®¤ (Income),

r | ª®«¨·¥±²¢® ®± ¤ª®¢ (rainfall). �« £ ¥¬»¥ "
D ¨ "

S |

±²®µ ±²¨·¥±ª¨¥ ®¸¨¡ª¨, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ­¥®¡º¿±­¿¥¬»¬

­ ¸¨¬¨ ³° ¢­¥­¨¿¬¨ · ±²¿¬ ±¯°®±  ¨ ¯°¥¤«®¦¥­¨¿. �®-

±«¥¤­¥¥ ³° ¢­¥­¨¥ | ³±«®¢¨¥ ° ¢­®¢¥±¨¿.

�²¬¥²¨¬ ¥¹¥, ·²® ±¥«¼±ª®µ®§¿©±²¢¥­­®¥ ¯°®¨§¢®¤±²¢®

®¡« ¤ ¥² ¥±²¥±²¢¥­­®© ¶¨ª«¨·­®±²¼¾,   ­ ¸  ¬®¤¥«¼ ¯°¥¤-

¯®« £ ¥², ·²® ¢ ¯°¥¤¥« µ ®¤­®£® ¶¨ª«  ³±² ­ ¢«¨¢ ¥²±¿

° ¢­®¢¥±­ ¿ ¶¥­ . �®½²®¬³ ¢°¥¬¿ ­¨£¤¥ ¿¢­® ­¥ ¯°¨±³²-

±²¢³¥²,   ¬®¤¥«¼ ¨¬¥¥² ±² ²¨·¥±ª¨© µ ° ª²¥°. �¥² ­³-

¦¤» ¯®¤°®¡­® ®±² ­ ¢«¨¢ ²¼±¿ ­  ±« ¡»µ ¬¥±² µ ¢»¡° ­-

­®£® ¬®¤¥«¼­®£® ¯°¥¤±² ¢«¥­¨¿ | ª ¦¤»© ¬®¦¥² ±¤¥« ²¼

½²® ± ¬®±²®¿²¥«¼­®. �®¤·¥°ª­¥¬, ®¤­ ª®, ·²® ¯°¨ ¢±¥©

±¢®¥© ¯°®±²®²¥ ¬®¤¥«¼ ¢»° ¦ ¥² (¥±«¨ ³£®¤­®, ¢ ª °¨ª -

²³°­®© ´®°¬¥) ­¥ª®²®°»¥ ²¥®°¥²¨·¥±ª¨¥ ¯°¥¤±² ¢«¥­¨¿:

¤®µ®¤ ¢µ®¤¨² ¨¬¥­­® ¢ ³° ¢­¥­¨¥ ±¯°®± ,   ®± ¤ª¨, ¢«¨¿-

¾¹¨¥ ­  ³°®¦ ©, | ¢ ³° ¢­¥­¨¥ ¯°¥¤«®¦¥­¨¿. �®¤®¡­»¥

±¨±²¥¬» ³° ¢­¥­¨© ­ §»¢ ¾²±¿ ±²°³ª²³°­»¬¨.

�¥²°³¤­® ¤®£ ¤ ²¼±¿, ·²® ¢­³²°¥­­¨¬¨ ¢¥«¨·¨­ ¬¨ ¢ ¬®-

¤¥«¨ ¯°¨¬¥°  1 ¿¢«¿¾²±¿ ¶¥­  p ¨ ª®«¨·¥±²¢® ¯°®¤³ª² 

q(= q
D = q

S), ¢ ²® ¢°¥¬¿ ª ª ¤®µ®¤ I ¨ ®± ¤ª¨ r ¶¥«¥±®-

®¡° §­® ²° ª²®¢ ²¼ ¢­¥¸­¨¬, ½ª§®£¥­­»¬, ®¡° §®¬.

�°¨¬¥° 2. � ª°®½ª®­®¬¨·¥±ª ¿ ¬®¤¥«¼{¯°®²®²¨¯ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿ ­ ¶¨-

®­ «¼­®£® ¤®µ®¤ . �­  § ¤ ¥²±¿ ³° ¢­¥­¨¿¬¨

Ct = �1 + �2Yt + "
C
t ;

It = �3 + �4Yt + 
1Yt�1 + "
I
t ;

Yt = Ct + It +Gt:

�¤¥±¼ ¢­³²°¥­­¨¬¨ ¿¢«¿¾²±¿ ¢¥«¨·¨­» Ct, It, Yt, ®¯¨±»-

¢ ¾¹¨¥, ±®®²¢¥²±²¢¥­­®, ¯®²°¥¡«¥­¨¥ (Consumption), ¨­-
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¢¥±²¨¶¨¨ (Investment) ¨ ¤®µ®¤ (Yield) ¢ £®¤³ t,   ¢­¥¸­¥©

| Gt | ¯° ¢¨²¥«¼±²¢¥­­»¥ ° ±µ®¤» (Government spend-

ing). � ¯ §¤»¢ ¾¹¥¥ (« £®¢®¥, lagged) §­ ·¥­¨¥ Yt�1 ­ ¶¨-

®­ «¼­®£® ¤®µ®¤  ¢¬¥±²¥ ± Gt ±®±² ¢«¿¥² ­ ¡®° ¯°¥¤®¯°¥-

¤¥«¥­­»µ (predetermined) ¢¥«¨·¨­. �®±«¥¤­¥¥ ³° ¢­¥­¨¥

¿¢«¿¥²±¿ ²®¦¤¥±²¢®¬ ¨ ­¥ ±®¤¥°¦¨² ±²®µ ±²¨·¥±ª®£® ±« -

£ ¥¬®£®.

�²¬¥²¨¬, ·²® ¯°¨¬¥° 2, ¢ ®²«¨·¨¥ ®² ¯°¨¬¥°  1, ¨¬¥¥² ®²-

·¥²«¨¢® ¢»° ¦¥­­»© ¤¨­ ¬¨·¥±ª¨© µ ° ª²¥°. �°¨ °¥¸¥-

­¨¨ ½²®© ±²°³ª²³°­®© ±¨±²¥¬» ³° ¢­¥­¨© ª°®¬¥ "£° ­¨·-

­»µ" ³±«®¢¨©, ®¯°¥¤¥«¿¥¬»µ ¯° ¢¨²¥«¼±²¢¥­­»¬¨ ° ±µ®-

¤ ¬¨ Gt, ±ª®°¥¥ ¢±¥£®, ¯®¿¢¨²±¿ ¥¹¥ ¨ "­ · «¼­®¥" ³±«®¢¨¥

(±ª ¦¥¬, Y0, ¥±«¨ ¢°¥¬¿ t ¨§¬¥­¿¥²±¿, ­ ·¨­ ¿ ± 1).

�°¨¢¥¤¥­­»¥ ¢»¸¥ ®¯¨± ­¨¿ ¬®¤¥«¥© ¢ ¯°¨¬¥° µ 1 ¨ 2 ¿¢«¿¾²±¿

­¥¯®«­»¬¨. �«¥¤³¥² ¥¹¥ ³²®·­¨²¼ ¯°¥¤¯®«®¦¥­¨¿ ® µ ° ª²¥°¥

±²®µ ±²¨·¥±ª¨µ ±« £ ¥¬»µ ". �­ «¨§ ¨ ¯°®¢¥°ª  ½²¨µ ¯°¥¤¯®«®-

¦¥­¨© | ¢ ¦­ ¿ · ±²¼ ½ª®­®¬¥²°¨·¥±ª®£® ¨±±«¥¤®¢ ­¨¿.
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�« ¢  2

�¨­¥©­ ¿ °¥£°¥±±¨®­­ ¿ ¬®¤¥«¼

2.1 �¯¥¶¨´¨ª ¶¨¿ ¬®¤¥«¨. �®£« ¸¥­¨¿ ®¡ ®¡®§­ ·¥-

­¨¿µ ¨ ²¥°¬¨­®«®£¨¨

�¯¥¶¨´¨ª ¶¨¥© ¬®¤¥«¨ ­ §»¢ ¾² ¥¥ ª®­¶¥¯²³ «¼­³¾ ´³­ª¶¨®-

­ «¼­³¾ ´®°¬³. � ½²®© £« ¢¥ ¡³¤¥² ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼±¿ ¬®¤¥«¼, ¨¬¥-

¾¹ ¿ ±¯¥¶¨´¨ª ¶¨¾

Y = �1X1 + � � �+ �kXk + ": (2.1)

� ³° ¢­¥­¨¨ (2.1) Y | ®¡º¿±­¿¥¬ ¿ ¢¥«¨·¨­ , X1; : : : ; Xk | ®¡º-

¿±­¿¾¹¨¥ ¢¥«¨·¨­», ¨«¨ °¥£°¥±±®°», "| ±²®µ ±²¨·¥±ª ¿ ®¸¨¡ª .

�®½´´¨¶¨¥­²» �1; : : : ; �k | ­¥®¯°¥¤¥«¥­­»¥ (±¢®¡®¤­»¥) ¯ ° ¬¥-

²°», ¯®¤«¥¦ ¹¨¥ ®¶¥­¨¢ ­¨¾.

�¯¥¶¨´¨ª ¶¨¿ (2.1) ¯®¤° §³¬¥¢ ¥² ­¥ª®²®°³¾ ²¥®°¥²¨·¥±ª³¾

ª®­¶¥¯¶¨¾ | ¬» ±·¨² ¥¬, ·²® ±³¹¥±²¢³¾² "¨±²¨­­»¥" §­ ·¥-

­¨¿ ª®½´´¨¶¨¥­²®¢ �1;true; : : : ; �k;true, ­® ®­¨ ­¥¨§¢¥±²­» ¨ ¬®£³²

®¡±³¦¤ ²¼±¿ «¨¸¼ ³¬®§°¨²¥«¼­®. (�®­¥·­®, ¯®¤®¡­®¥ § ¬¥· ­¨¥

®²­®±¨²±¿ ª «¾¡®© § ¤ ·¥ ®¶¥­¨¢ ­¨¿, ®¤­ ª® ¢ «¨²¥° ²³°¥ ¯®

±² ²¨±²¨ª¥ ®¡ ½²®¬ ®¡±²®¿²¥«¼±²¢¥ °¥¤ª® £®¢®°¿² ¯°¿¬®.) �«¥-

¤³¿ ³±² ­®¢¨¢¸¥©±¿ ²° ¤¨¶¨¨, ¬» ¢ ¤ «¼­¥©¸¥¬ ¨§«®¦¥­¨¨ ¡³¤¥¬

· ±²® ¨±¯®«¼§®¢ ²¼ ®¡®§­ ·¥­¨¥ � ¨ ¤«¿ "¨±²¨­­»µ" ª®½´´¨¶¨¥­-

²®¢.

� ¯° ª²¨·¥±ª®© ²®·ª¨ §°¥­¨¿ ¨±±«¥¤®¢ ²¥«¼ ° ±¯®« £ ¥² ¤ ­-
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­»¬¨ N ±®¢¬¥±²­»µ ­ ¡«¾¤¥­¨© ¢¥«¨·¨­ Y;X1; : : : ; Xk, ² ª ·²®

¤«¿ i-£® ­ ¡«¾¤¥­¨¿ (i = 1; : : : ; N) ¬®¦¥² ¯°¥¤±² ¢«¿²¼ ±¥¡¥ ±®®²-

­®¸¥­¨¥

Yi = �1Xi1 + � � �+ �kXik + "i (2.2)

(¯°¥¤±² ¢«¥­¨¥ ¤ ­­»µ), ¢»²¥ª ¾¹¥¥ ¨§ ±¯¥¶¨´¨ª ¶¨¨ ¬®¤¥«¨.

�®¤·¥°ª­¥¬, ·²® ¯¥°¢»© ¨­¤¥ª± ¨§ ¤¢³µ ¢ ­ ¸¥© ±¨±²­¬¥ ®¡®§­ -

·¥­¨© ¢±¥£¤  | ­®¬¥° ­ ¡«¾¤¥­¨¿. �±«¨ ¦¥ ¨­¤¥ª± ¢±¥£® ®¤¨­,

²® ®­ ®¡®§­ · ¥² ­®¬¥° ­ ¡«¾¤¥­¨¿ ³ Y ¨ ", ­® ­®¬¥° °¥£°¥±±®° 

³ X .

�²«¨·¨¥ ´®°¬³« (2.1) ¨ (2.2) ¢ ²®¬, ·²® ±¯¥¶¨´¨ª ¶¨¿ (2.1)

¬®¦¥² ®¡±³¦¤ ²¼±¿ ¢­¥ ¢±¿ª®© ±¢¿§¨ ± ½¬¯¨°¨·¥±ª¨¬¨ ¤ ­­»¬¨,

².¥. ª®­¶¥¯²³ «¼­®, ¯°¨ ½²®¬ Y;X1; : : : ; Xk; " ®ª §»¢ ¾²±¿ ®¡®-

§­ ·¥­¨¿¬¨ ¤«¿ ²¨¯®¢ ®¡º¥ª²®¢. � ¯°®²¨¢, Yi; Xij; "i ¢ ´®°¬³«¥

(2.2) ¯®­¨¬ ¾²±¿ ª ª ¢¥«¨·¨­», ®²¢¥· ¾¹¨¥ i-¬³ ­ ¡«¾¤¥­¨¾,

².¥. ª ª ª®­ª°¥²­»¥ ®¡º¥ª²»,   ­¥ ²¨¯» ®¡º¥ª²®¢. � ²®·ª¨ §°¥-

­¨¿ ¯®«¼§®¢ ²¥«¿ Yi ¨ Xij ¬®¦­® ² ª¦¥ ²° ª²®¢ ²¼ ª ª ·¨±« 

| "°¥ «¨§®¢ ¢¸¨¥±¿" §­ ·¥­¨¿ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ ¢¥«¨·¨­. �«¿

"i ² ª®£® ³²¨«¨² °­®£® ¯®­¨¬ ­¨¿ ¡»²¼ ­¥ ¬®¦¥² | ª®½´´¨¶¨-

¥­²» ¬®¤¥«¨ ±¢®¡®¤­», ².¥. ­¥¨§¢¥±²­» ¨±±«¥¤®¢ ²¥«¾,   ¯®²®¬³

¨ ®¸¨¡ª  ­¥ ­ ¡«¾¤ ¥¬ .

�¤®¡­® ¨±¯®«¼§®¢ ²¼ ² ª¦¥ ±®ª° ¹¥­­»¥ ¢¥ª²®°­®-¬ ²°¨·­»¥

®¡®§­ ·¥­¨¿. �°¨ ½²®¬ §­ ·¥­¨¿ Yi ®¡º¥¤¨­¿¾²±¿ ¢ ¢¥ª²®°-

±²®«¡¥¶ Y ° §¬¥°­®±²¨ N ;  ­ «®£¨·­®, §­ ·¥­¨¿ Xij ®¡º¥¤¨­¿-

¾²±¿ ¢ ¬ ²°¨¶³ X , ¨¬¥¾¹³¾ N ±²°®ª ¨ k ±²®«¡¶®¢,   "i |

¢ ¢¥ª²®°-±²®«¡¥¶ ". �²®«¡¶» ¬ ²°¨¶» X ³¤®¡­® ®¡®§­ · ²¼

X1; : : : ; Xk | ®­¨ ±®±²®¿² ¨§ §­ ·¥­¨© ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ °¥£°¥±-

±®°®¢. � ½²¨µ ®¡®§­ ·¥­¨¿µ ´®°¬³«  (2.1) ¯°¨®¡°¥² ¥² ¢²®-

°®© ±¬»±« | ±¬»±« ±®®²­®¸¥­¨¿ ¬¥¦¤³ N -¬¥°­»¬¨ ¢¥ª²®° ¬¨

Y;X1; : : : ; Xk ¨ ". �®«­®±²¼¾ ±®ª° ¹¥­­³¾ ¥£® § ¯¨±¼

Y = X� + " (2.3)
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¬» ¯®«³·¨¬, ¥±«¨ ¢¢¥¤¥¬ ¥¹¥ ¨ ¢¥ª²®°-±²®«¡¥¶ � ª®½´´¨¶¨¥­²®¢.

� §¬¥°­®±²¼ ¢¥ª²®°  �, ®·¥¢¨¤­®, ° ¢­  k.

� £®²®¢¨¬ ±° §³ ¦¥ ¥¹¥ ®¤­® ±®£« ¸¥­¨¥ ®¡ ®¡®§­ ·¥­¨¿µ.

�°¥¤­¥¥  °¨´¬¥²¨·¥±ª®¥ ª®¬¯®­¥­² ­¥ª®²®°®£® ¢¥ª²®°  (­¥-

¢ ¦­®, ±«³· ©­®£® ¨«¨ ­¥²) ¡³¤¥² ®¡®§­ · ²¼±¿ ²° ¤¨¶¨®­­®© ¤«¿

±² ²¨±²¨ª¨ ·¥°²®© ±¢¥°µ³, ­ ¯°¨¬¥°,

�Y =
1

N

NX
i=1

Yi;
�Xj =

1

N

NX
i=1

Xij;

  ®²ª«®­¥­¨¿ ®² ½²®£® ±°¥¤­¥£® §­ ·¥­¨¿ | ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥© ¬ -

«®© ¡³ª¢®©:

yi = Yi � �Y ; xij = Xij � �Xj

¨ ². ¤. �­ «®£¨·­»¥ ®²ª«®­¥­¨¿ ¤«¿ ¢¥ª²®°  ®¸¨¡®ª ¡³¤³² § ¯¨-

±»¢ ²¼±¿ ¯®¤°®¡­®: "i � �".

�±¯®«¼§³¿ ®¡®§­ ·¥­¨¥ d! ¤«¿ ¢¥ª²®° , ¢±¥ ª®¬¯®­¥­²» ª®²®-

°®£® ° ¢­» d, ¬®¦­® § ¯¨± ²¼ ®²ª«®­¥­¨¿ ¢ ¢¥ª²®°­®© ´®°¬¥

y = Y � �Y !

; xj = Xj � �X!

j ; " � (�")!:

2.2 �« ±±¨·¥±ª ¿ «¨­¥©­ ¿ ¬®¤¥«¼ | ®¡±³¦¤¥­¨¥ ¯°¥¤-

¯®«®¦¥­¨©

� ½²®¬ ¯ ° £° ´¥ ¬» ¤®¯®«­¿¥¬ ±¯¥¶¨´¨ª ¶¨¾ (2.1) ¯°®±²¥©-

¸¨¬¨ ¯°¥¤¯®«®¦¥­¨¿¬¨ ® °¥£°¥±±®° µ ¨ ®¸¨¡ª µ ¨ ¯®«³· ¥¬ ¯®«-

­®¥ ®¯¨± ­¨¥ ² ª ­ §»¢ ¥¬®£® ª« ±±¨·¥±ª®£® ¢ °¨ ­²  «¨­¥©­®©

°¥£°¥±±¨®­­®© ¬®¤¥«¨.

�°¥¤¯®«®¦¥­¨¿ ® °¥£°¥±±®° µ ¢ª«¾· ¾² ¤¢  ° §­®¯« ­®¢»µ

±¢®©±²¢ . �®{¯¥°¢»µ, °¥£°¥±±®°» ¯°¥¤¯®« £ ¾²±¿ ­¥±«³· ©­»¬¨.

�°¨¬¥° ¬¨ ² ª¨µ °¥£°¥±±®°®¢ ¿¢«¿¾²±¿:

1. �®­±² ­² ; ½²®² °¥£°¥±±®° ®¡»·­® ¢ª«¾· ¥²±¿ ¢ ¬®¤¥«¼ ¯®¤

¯¥°¢»¬ ­®¬¥°®¬: X1 = 1! (ª®­±² ­²³, ®²«¨·­³¾ ®² ¥¤¨­¨¶»,
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¬®¦­® ¢ª«¾·¨²¼ ¬­®¦¨²¥«¥¬ ¢ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨© ª®½´´¨¶¨-

¥­² �1).

2. "�°¥¬¿": Xi2 = i.

3. �¾¡ ¿ "³¯° ¢«¿¾¹ ¿", ². ¥. ¯®¤ª®­²°®«¼­ ¿ ¨±±«¥¤®¢ ²¥«¾

¢¥«¨·¨­ .

� ²®·ª¨ §°¥­¨¿ ½ª®­®¬¨·¥±ª®© ²¥®°¨¨ ­¥±«³· ©­®±²¼ °¥£°¥±±®-

°®¢ (®±®¡¥­­® ¢±¥µ!) ­¥ ®·¥­¼ · ±²®¥ ¿¢«¥­¨¥, ² ª ·²® ±¤¥« ­­®¥

¯°¥¤¯®«®¦¥­¨¥ ¤®¢®«¼­® ®£° ­¨·¨²¥«¼­®. � ¤ «¼­¥©¸¥¬ (£« ¢  3)

¬» ¡³¤¥¬ ®¡±³¦¤ ²¼ ®¡®¡¹¥­¨¿ ª« ±±¨·¥±ª®© ¬®¤¥«¨, ¢ ª®²®°»µ

½²® ¯°¥¤¯®«®¦¥­¨¥ § ¬¥­¿¥²±¿ ¡®«¥¥ °¥ «¨±²¨·­»¬¨.

�²®°®¥ ¯°¥¤¯®«®¦¥­¨¥ ® °¥£°¥±±®° µ ¨¬¥¥² ¯°®§ ¨·¥±ª¨© µ -

° ª²¥°: ±²®«¡¶» X1; : : : ; Xk °¥£°¥±±¨®­­®© ¬ ²°¨¶» X ¯°¥¤¯®-

« £ ¾²±¿ «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨±¨¬»¬¨ ¢¥ª²®° ¬¨. �²® ±¢®©±²¢® ®§­ -

· ¥², ·²® ­¥«¼§¿ ³¬¥­¼¸¨²¼ ª®«¨·¥±²¢® °¥£°¥±±®°®¢, ¢»° §¨¢ ­¥-

ª®²®°»¥ ¨§ ­¨µ (µ®²¿ ¡» ®¤¨­) ·¥°¥§ ®±² «¼­»¥.

�°¥¤¯®«®¦¥­¨¥ ® «¨­¥©­®© ­¥§ ¢¨±¨¬®±²¨ ±²®«¡¶®¢ °¥£°¥±±®-

°®¢ ¬®¦¥² ¢»¯®«­¿²¼±¿ «¨¸¼ ¢ ±«³· ¥, ª®£¤  ·¨±«® ­ ¡«¾¤¥­¨©

N ­¥ ¬¥­¼¸¥ ·¨±«  °¥£°¥±±®°®¢. �²® ¢¯®«­¥ ³ª« ¤»¢ ¥²±¿ ¢

®¡»·­»¥ ±² ²¨±²¨·¥±ª¨¥ ° ¬ª¨ | ®¶¥­¨²¼ ¬­®£® ¯ ° ¬¥²°®¢ ¯®

¬ «®¬³ ·¨±«³ ­ ¡«¾¤¥­¨© ¯®·²¨ ­¨ª®£¤  ­¥ ³¤ ¥²±¿ ®±¬»±«¥­-

­»¬ ®¡° §®¬. �®­¥·­®, ¦¥« ²¥«¼­®, ·²®¡» N ¡»«® §­ ·¨²¥«¼­®

¡®«¼¸¥ k.

�¥°¥©¤¥¬ ²¥¯¥°¼ ª ¯°¥¤¯®«®¦¥­¨¿¬ ®¡ ®¸¨¡ª µ. � ª« ±±¨·¥-

±ª®© ¬®¤¥«¨ ®­¨ ´®°¬³«¨°³¾²±¿ ­ ¨¡®«¥¥ ¦¥±²ª¨¬ ¨ ­¥ ¢±¥£¤ 

°¥ «¨±²¨·­»¬ ®¡° §®¬:

{ ¯°¥¤¯®« £ ¥²±¿, ·²® ®¸¨¡ª¨ "i (i = 1; : : : ; N) ®¡° §³¾² ² ª

­ §»¢ ¥¬»© ±« ¡»© ¡¥«»© ¸³¬| ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ ¶¥­-

²°¨°®¢ ­­»µ (E"i = 0) ¨ ­¥ª®°°¥«¨°®¢ ­­»µ (E("i1"i2) = 0

¯°¨ i1 6= i2) ±«³· ©­»µ ¢¥«¨·¨­ ± ®¤¨­ ª®¢»¬¨ ¤¨±¯¥°±¨-

¿¬¨ E("2i ) = �
2.

14



�¢®©±²¢® ¶¥­²°¨°®¢ ­­®±²¨ ¯° ª²¨·¥±ª¨ ­¥ ¿¢«¿¥²±¿ ®£° ­¨-

·¥­¨¥¬, ². ª. ¯°¨ ­ «¨·¨¨ ¯®±²®¿­­®£® °¥£°¥±±®°  ±°¥¤­¥¥ §­ ·¥-

­¨¥ ®¸¨¡ª¨ ¬®¦­® ¡»«® ¡» ¢ª«¾·¨²¼ ¢ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨© ª®½´-

´¨¶¨¥­² (�1 + " = �1 +E" + (" � E")).
�¡®¡¹¥­¨¿ ª« ±±¨·¥±ª®© ¬®¤¥«¨, ¢ª«¾· ¾¹¨¥  ¢²®ª®°°¥«¿-

¶¨¾ ®¸¨¡®ª ¨/¨«¨ ­¥®¤­®°®¤­®±²¼ ¤¨±¯¥°±¨©, ¡³¤³² ° ±±¬®²°¥­»

¤ «¼¸¥ (£« ¢  3).

� °¿¤¥ ±«³· ¥¢ ±¤¥« ­­»¥ ¯°¥¤¯®«®¦¥­¨¿ ®¡ ®¸¨¡ª µ ¡³¤³² ¤®-

¯®«­¿²¼±¿ ±¢®©±²¢®¬ ­®°¬ «¼­®±²¨ (£ ³±±®¢®±²¨) | ±«³· ©­»©

¢¥ª²®° " ¨¬¥¥² ­®°¬ «¼­®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ (£ ³±±®¢±ª¨© ¡¥«»©

¸³¬). � ª³¾ ¬®¤¥«¼ ¬» ¡³¤¥¬ ­ §»¢ ²¼ ª« ±±¨·¥±ª®© ¬®¤¥«¼¾

± ­®°¬ «¼­® ° ±¯°¥¤¥«¥­­»¬¨ ®¸¨¡ª ¬¨. � ª µ®°®¸® ¨§¢¥±²­®,

¬­®£®¬¥°­®¥ ­®°¬ «¼­®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ § ¤ ¥²±¿ ±¢®¨¬ ¢¥ª²®°®¬

¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª¨µ ®¦¨¤ ­¨© (¢ ­ ¸¥¬ ±«³· ¥ ½²® ­³«¥¢®© ¢¥ª²®°)

¨ ¬ ²°¨¶¥© ª®¢ °¨ ¶¨© | §¤¥±¼ ®­  ¨¬¥¥² ¢¨¤ �
21, £¤¥ 1 | ¥¤¨-

­¨·­ ¿ ¬ ²°¨¶ . �±«¨ ª®¬¯®­¥­²» ­®°¬ «¼­® ° ±¯°¥¤¥«¥­­®£®

¢¥ª²®°  ­¥ª®°°¥«¨°®¢ ­», ®­¨  ¢²®¬ ²¨·¥±ª¨ ®ª §»¢ ¾²±¿ ­¥§ -

¢¨±¨¬»¬¨, ² ª ·²® ¢ ª« ±±¨·¥±ª®© ¬®¤¥«¨ ± ­®°¬ «¼­® ° ±¯°¥-

¤¥«¥­­»¬¨ ®¸¨¡ª ¬¨ ½²¨ ®¸¨¡ª¨ ®¡° §³¾² ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼

­¥§ ¢¨±¨¬»µ ®¤¨­ ª®¢® ­®°¬ «¼­® ° ±¯°¥¤¥«¥­­»µ ±«³· ©­»µ ¢¥-

«¨·¨­ N(0; �2).

�²¬¥²¨¬ ¥¹¥ ®¤­³ ²®­ª®±²¼, ª ± ¾¹³¾±¿ ¬­®£®¬¥°­®£® ­®°-

¬ «¼­®£® ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ | ¥±«¨ ª ¦¤ ¿ ¨§ ¢¥«¨·¨­ "i ­®°¬ «¼­®

° ±¯°¥¤¥«¥­ , ²® ¢¥ª²®° ", ¨§ ­¨µ ±®±² ¢«¥­­»©, ­¥ ®¡¿§ ­ ¡»²¼

­®°¬ «¼­® ° ±¯°¥¤¥«¥­­»¬ (¤ ¦¥ ¥±«¨ ¢¥«¨·¨­» "i ­¥ ª®°°¥«¨-

°³¾²!). � ±®¦ «¥­¨¾, ¢ «¨²¥° ²³°¥ ¨­®£¤  ¢±²°¥· ¾²±¿ ­¥ ªª³-

° ²­»¥ ´®°¬³«¨°®¢ª¨, ¨£­®°¨°³¾¹¨¥ ½²³ ²®­ª®±²¼.
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2.3 �¶¥­¨¢ ­¨¥ ª®½´´¨¶¨¥­²®¢ °¥£°¥±±¨¨ | ¬¥²®¤ ­ ¨-

¬¥­¼¸¨µ ª¢ ¤° ²®¢

�« ±±¨·¥±ª ¿ ¬®¤¥«¼ «¨­¥©­®© °¥£°¥±±¨¨ ¨¬¥¥² ±¢®¨¬¨ ¯ ° ¬¥-

²° ¬¨ �1; : : : ; �k ¨ �. �®¤·¥°ª­¥¬, ·²® ¢±¥ ®­¨, ¢ª«¾· ¿ �, ¢µ®¤¿²

¢ ¬®¤¥«¼ «¨­¥©­® (¯ ° ¬¥²° � ¬®¦­® ¡»«® ¡» ¿¢­»¬ ®¡° §®¬ ¢»-

¤¥«¨²¼, § ¯¨±»¢ ¿ ®¸¨¡ª³ " ¢ ¢¨¤¥ � � ("=�) ¨ ³·¨²»¢ ¿, ·²® ±«³-

· ©­ ¿ ¢¥«¨·¨­  "=� ±² ­¤ °²¨§®¢ ­  | ¨¬¥¥² ­³«¥¢®¥ ¬ ²¥¬ -

²¨·¥±ª®¥ ®¦¨¤ ­¨¥ ¨ ¥¤¨­¨·­³¾ ¤¨±¯¥°±¨¾). �²¬¥²¨¬, ¢¯°®·¥¬,

·²® ¨§ ­ ¸¨µ "±« ¡»µ" ¯°¥¤¯®«®¦¥­¨© ­¥ ±«¥¤³¥², ·²® ¢¥«¨·¨­»

®¸¨¡®ª "i ®¤¨­ ª®¢® ° ±¯°¥¤¥«¥­»| ½²® ¯°¥¤¯®« £ ¥²±¿ «¨¸¼ ­ 

³°®¢­¥ ¢²®°®£® ¯®°¿¤ª ,   ¨­´®°¬ ¶¨¿ ® ¬®¬¥­² µ ¡®«¥¥ ¢»±®ª¨µ

¯®°¿¤ª®¢ ­¥ ³·¨²»¢ ¥²±¿.

� ½²®¬ ¯ ° £° ´¥ ¬» ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬ ¯¥°¢»© ½² ¯ ¯°®¶¥-

¤³°» ®¶¥­¨¢ ­¨¿ | ¯®±²°®¥­¨¥ ®¶¥­®ª ª®½´´¨¶¨¥­²®¢ °¥£°¥±±¨¨

�1; : : : ; �k ¬¥²®¤®¬ ­ ¨¬¥­¼¸¨µ ª¢ ¤° ²®¢ (���;  ­£«¨©±ª ¿  ¡-

¡°¥¢¨ ²³°  OLS | ordinary least squares). �¤¥¾ ½²®£® ¬¥²®¤ ,

¯°¥¤«®¦¥­­®£® �.� ³±±®¬ ¢ ­ · «¥ XIX ¢¥ª , ³¤®¡­¥¥ ¢±¥£® ¨§« -

£ ²¼ £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨ | ­  ¿§»ª¥ ¢¥ª²®°®¢ N-¬¥°­®£® ¯°®±²° ­-

±²¢ . � µ®¤¥ ½²®£® ®¡±³¦¤¥­¨¿ ª®½´´¨¶¨¥­²» �1; : : : ; �k ¡³¤³²

²° ª²®¢ ²¼±¿ ª ª ±¢®¡®¤­® ¬¥­¿¾¹¨¥±¿ ¯ ° ¬¥²°». "�±²¨­­»¥"

¨µ §­ ·¥­¨¿ �1;true; : : : ; �k;true ¢ µ®¤¥ ° ±±³¦¤¥­¨© ¿¢­® ¯®¿¢«¿²¼±¿

¯®·²¨ ­¥ ¡³¤³².

�² ª, ¢ ­ ¸¥¬ ° ±¯®°¿¦¥­¨¨ ¨¬¥¾²±¿ ¢¥ª²®°» §­ ·¥­¨© °¥-

£°¥±±®°®¢ X1; : : : ; Xk ¨ ¢¥ª²®° §­ ·¥­¨© ®¡º¿±­¿¥¬®© ¢¥«¨·¨­»

Y . �» ±²°¥¬¨¬±¿ ­ ©²¨ ² ª³¾ «¨­¥©­³¾ ª®¬¡¨­ ¶¨¾ X� =

�1X1+� � �+�kXk °¥£°¥±±®°®¢, ª®²®° ¿ "«³·¸¥ ¢±¥£®" ®¡º¿±­¿«  ¡»

Y , ².¥. "± ­ ¨¬¥­¼¸¨¬ ®²ª«®­¥­¨¥¬". �±²¥±²¢¥­­¥¥ ¢±¥£® ¯°¥¤-

±² ¢«¿¥²±¿ ¨§¬¥°¿²¼ ®²ª«®­¥­¨¥ Y � X� ¤«¨­®© ±®®²¢¥²±²¢³¾-

¹¥£® ¢¥ª²®°  ¨ ¯®¤¡¨° ²¼ ª®½´´¨¶¨¥­²» � ² ª, ·²®¡» ½²  ¤«¨­ 

(¨«¨, ·²® ° ¢­®±¨«¼­®, ¥¥ ª¢ ¤° ²) ¡»«  ¬¨­¨¬ «¼­ . �¢ ¤° ²
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¤«¨­» ®²ª«®­¥­¨¿ Y �X� ° ¢¥­

(Y �X�)
0

(Y �X�) =

NX
i=1

(Yi � �1Xi1 � � � � � �kXik)
2
; (2.4)

² ª ·²® ¯°¥¤«®¦¥­¨¥ � ³±±  ±¢®¤¨²±¿ ª ¯®¨±ª³ ²®·ª¨ ¬¨­¨¬³¬ 

�̂ ½²®© ª¢ ¤° ²¨·­®© ´³­ª¶¨¨ ª®½´´¨¶¨¥­²®¢ ¨ ®¡º¿¢«¥­¨¾ ¥¥

®¶¥­ª®© ¢¥ª²®°  "¨±²¨­­»µ" ª®½´´¨¶¨¥­²®¢ �true.

�®²¿ ¢®§¬®¦­» ¨ ¤°³£¨¥ ¬¥°» ®²ª«®­¥­¨¿, ­ ¯°¨¬¥°, ±³¬¬ 

¬®¤³«¥© ¢¬¥±²® ±³¬¬» ª¢ ¤° ²®¢, ®¤­ ª® ®­¨ ­¥ ¯®«³·¨«¨ ¸¨°®-

ª®£® ° ±¯°®±²° ­¥­¨¿. �²· ±²¨ ½²® ±¢¿§ ­® ± ­ «¨·¨¥¬ ³ ±³¬¬»

ª¢ ¤° ²®¢ °¿¤  ³¤®¡­»µ ±¢®©±²¢ (±¬. ­¨¦¥),   ®²· ±²¨, ¯®-

¢¨¤¨¬®¬³, ± ²¥¬, ·²® ¬» ¯°¨¢»ª«¨ ª ¥¢ª«¨¤®¢³ ±¯®±®¡³ ¨§¬¥°¥­¨¿

° ±±²®¿­¨©, ¨ ®­ ­ ¬ ª ¦¥²±¿ ± ¬»¬ ¥±²¥±²¢¥­­»¬. �¯°¥¤¥«¥­-

­³¾ °®«¼ ¨£° ¾² ¨ ³±² ­®¢¨¢¸¨¥±¿ ²° ¤¨¶¨¨.

�«¿ ­ µ®¦¤¥­¨¿ ²®·ª¨ ¬¨­¨¬³¬  �̂ ¬» ±­®¢  ¢®±¯®«¼§³¥¬±¿

£¥®¬¥²°¨·¥±ª¨¬¨ ° ±±³¦¤¥­¨¿¬¨. � ±±¬®²°¨¬ ¢ N-¬¥°­®¬ ¯°®-

±²° ­±²¢¥ RN ¢§ ¨¬­®¥ ¯®«®¦¥­¨¥ ¢¥ª²®°  Y ¨ ¯®¤¯°®±²° ­±²¢ 

L(X1; : : : ; Xk), ¯®°®¦¤¥­­®£® ¢¥ª²®° ¬¨ X1; : : : ; Xk °¥£°¥±±®°®¢

(¥£® ° §¬¥°­®±²¼, ®·¥¢¨¤­®, ° ¢­  k). �³±²¼ Ŷ | ®°²®£®­ «¼-

­ ¿ ¯°®¥ª¶¨¿ ¢¥ª²®°  Y ­  ¯®¤¯°®±²° ­±²¢® L(X1; : : : ; Xk). �®£¤ 

¢¥ª²®°-° §­®±²¼ Y � Ŷ ¯¥°¯¥­¤¨ª³«¿°¥­ ½²®¬³ ¯®¤¯°®±²° ­±²¢³.

�±«¨ X� = �1X1 + � � � + �kXk | ª ª ¿-²® ¤°³£ ¿ ²®·ª  ¯®¤¯°®-

±²° ­±²¢  L(X1; : : : ; Xk), ²® ° §­®±²¼ Y � X� ¬®¦­® ²° ª²®¢ ²¼

ª ª ­ ª«®­­³¾, ¢ ²® ¢°¥¬¿ ª ª Y � Ŷ | ¯¥°¯¥­¤¨ª³«¿°. � ª ª ª

¯¥°¯¥­¤¨ª³«¿° ª®°®·¥ ­ ª«®­­®©, ¯®«³· ¥¬

(Y � Ŷ )
0

(Y � Ŷ ) < (Y �X�)
0

(Y �X�):

�®½²®¬³ Ŷ ¤®±² ¢«¿¥² ¬¨­¨¬³¬ ±³¬¬¥ ª¢ ¤° ²®¢ (2.4).

�®±ª®«¼ª³ ¢¥ª²®°» °¥£°¥±±®°®¢ X1; : : : ; Xk «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨-

±¨¬», ¯°®¥ª¶¨¿ Ŷ ¥¤¨­±²¢¥­­»¬ ®¡° §®¬ ° §« £ ¥²±¿ ¢ «¨­¥©­³¾

ª®¬¡¨­ ¶¨¾ ¨µ:

Ŷ = �̂1X1 + � � �+ �̂kXk = X�̂:
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�¥ª²®° �̂ ª®½´´¨¶¨¥­²®¢ | ¨±ª®¬»©.

�² £¥®¬¥²°¨·¥±ª®© ¨­²¥°¯°¥² ¶¨¨ ²®·ª¨ ¬¨­¨¬³¬  ¯¥°¥©¤¥¬

ª ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¬ ´®°¬³« ¬. � ¯¨¸¥¬ ³±«®¢¨¥ ®°²®£®­ «¼­®-

±²¨

Y � Ŷ ? L(X1; : : : ; Xk)

¢ ¢¨¤¥

(X�)
0

(Y �X�̂) = 0: (2.5)

�¤¥±¼ X� | ¯°®¨§¢®«¼­»© ¢¥ª²®° ¯°®±²° ­±²¢  L(X1; : : : ; Xk).

�¥°¥¯¨¸¥¬ ²¥¯¥°¼ ° ¢¥­±²¢® (2.5) ¢ ¢¨¤¥

�
0

�X
0

(Y �X�̂) = 0

¨ § ¬¥²¨¬, ·²® £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨ ®­® ¬®¦¥² ¡»²¼ ¨±²®«ª®¢ ­® ª ª

¥¹¥ ®¤­® ³±«®¢¨¥ ®°²®£®­ «¼­®±²¨

� ? X
0

(Y �X�̂)

(²¥¯¥°¼ ³¦¥ ¤«¿ ¢¥ª²®°®¢ k-¬¥°­®£® ¯°®±²° ­±²¢  Rk). � ª¨¬

®¡° §®¬, k-¬¥°­»© ¢¥ª²®° X
0

(Y � X�̂) ®°²®£®­ «¥­ ¯°®¨§¢®«¼-

­®¬³ ¢¥ª²®°³ � ¯°®±²° ­±²¢  Rk. �²±¾¤  ±«¥¤³¥² (¤ ¦¥ ° ¢­®-

±¨«¼­®), ·²® ®­ ­³«¥¢®©:

X
0

(Y �X�̂) = 0:

� ¯¨±»¢ ¿ ½²® ° ¢¥­±²¢® ¢ ¢¨¤¥

X
0

X�̂ = X
0

Y; (2.6)

¯®«³· ¥¬ ¤«¿ �̂ ² ª ­ §»¢ ¥¬®¥ ­®°¬ «¼­®¥ ³° ¢­¥­¨¥ ���.

�¥£ª® ±®®¡° §¨²¼, ·²® ®­® ¨¬¥¥² ¥¤¨­±²¢¥­­®¥ °¥¸¥­¨¥. �¥©±²¢¨-

²¥«¼­®, ¯® ¯°¥¤¯®«®¦¥­¨¾, ° ­£ ¬ ²°¨¶» X ° ¢¥­ k. �§ ±¢®©±²¢

° ­£  ¬ ²°¨¶» ±«¥¤³¥², ·²® ²®£¤  ¨ ° ­£ X
0

X ° ¢¥­ k. �®±ª®«¼ª³

X
0

X | ª¢ ¤° ²­ ¿ ¬ ²°¨¶  ¯®°¿¤ª  k, § ª«¾· ¥¬, ·²® ®­  ®¡° -

²¨¬ .
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�ª®­· ²¥«¼­®, ¯®«³· ¥¬ ¢»° ¦¥­¨¥ ¤«¿ ®¶¥­®ª ¬¥²®¤  ­ ¨-

¬¥­¼¸¨µ ª¢ ¤° ²®¢

�̂ = (X
0

X)�1X
0

Y: (2.7)

� ¦­® ¯®¤·¥°ª­³²¼, ·²® ¢¥ª²®° ®¶¥­®ª �̂ ¯®«³· ¥²±¿ «¨­¥©­»¬

¯°¥®¡° §®¢ ­¨¥¬ ±«³· ©­®£® ¢¥ª²®°  Y .

�¡° §®¢ ­­»© ± ¯®¬®¹¼¾ ½²¨µ ®¶¥­®ª ¢¥ª²®° Ŷ = X�̂ ¬®¦­®

­ §¢ ²¼ ¢¥ª²®°®¬ ¯°®£­®§­»µ (¯°¥¤±ª §»¢ ¥¬»µ ¬®¤¥«¼¾) §­ ·¥-

­¨© ¢¥«¨·¨­» Y ( ­£«¨©±ª¨© ²¥°¬¨­ | predicted values ¨«¨ �tted

values).

�¡®§­ ·¨¬ ·¥°¥§ P ®¯¥° ²®° ®°²®£®­ «¼­®£® ¯°®¥ª²¨°®¢ ­¨¿

­  ¯®¤¯°®±²° ­±²¢® °¥£°¥±±®°®¢ L(X1; : : : ; Xk) (¨ ±®®²¢¥²±²¢³¾-

¹³¾ ¬ ²°¨¶³). �§ ´®°¬³«» (2.7) ±«¥¤³¥², ·²®

P = X(X
0

X)�1X
0

: (2.8)

�²  ¬ ²°¨¶ ,   ² ª¦¥ ¬ ²°¨¶  P? = 1�P , ±®®²¢¥²±²¢³¾¹ ¿ ¯°®-
¥ª²¨°®¢ ­¨¾ ­  ¯®¤¯°®±²° ­±²¢® L?(X1; : : : ; Xk) ¢¥ª²®°®¢, ®°²®-

£®­ «¼­»µ °¥£°¥±±®° ¬, ¡³¤³² · ±²® ¨±¯®«¼§®¢ ²¼±¿ ¢ ¯®±«¥¤³¾-

¹¨µ ®¡±³¦¤¥­¨¿µ. �»¯¨¸¥¬ ­¥ª®²®°»¥ ¨µ ±¢®©±²¢ , «¥£ª® ¢»²¥-

ª ¾¹¨¥ ª ª ¨§ £¥®¬¥²°¨·¥±ª®£® ±¬»±«  ¯°®¥ª¶¨©, ² ª ¨ ¨§ ´®°-

¬ «¼­®£® ®¯°¥¤¥«¥­¨¿ (2.8). �°®¢¥°ª  ½²¨µ ±¢®©±²¢ ®±² ¢«¿¥²±¿

·¨² ²¥«¾.

P = P
0

; P
? = (P?)

0

; (±¨¬¬¥²°¨·­®±²¼)

P = P
2
; P

? = (P?)2; (¨¤¥¬¯®²¥­²­®±²¼)

PP
? = P

?

P = 0; P + P
? = 1;

PXj = Xj ; P
?

Xj = 0;

PX = X; P
?

X = 0:

�¥ª²®°

"̂ = Y � Ŷ = P
?

Y
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­ §»¢ ¥²±¿ ¢¥ª²®°®¬ ®±² ²ª®¢ (residuals). �«¿ ­¥£® ¬®¦­® § ¯¨-

± ²¼ ² ª¦¥ ¤°³£®¥ ¢»° ¦¥­¨¥

"̂ = P
?(X� + ") = P

?

"

(P?

X = 0, ª ª ³ª § ­® ° ­¥¥). �±² ²ª¨ ¬®¦­® ¨­²¥°¯°¥²¨°®¢ ²¼

ª ª "®¶¥­¥­­»¥ ®¸¨¡ª¨". �·¥¢¨¤­®, P "̂ = 0.

�®¤±² ¢«¿¿ ¢ ´®°¬³«³ (2.7) ±¯¥¶¨´¨ª ¶¨¾ (2.3), ¯®«³· ¥¬ ¥¹¥

®¤­³ ¯®«¥§­³¾ ´®°¬³«³

�̂ = (X
0

X)�1X
0

(X� + ") = � + (X
0

X)�1X
0

": (2.9)

�±«¨ ´®°¬³«  (2.7) ±®¤¥°¦¨² «¨¸¼ ­ ¡«¾¤ ¥¬»¥ §­ ·¥­¨¿ ¨ ¯®-

²®¬³ ¬®¦¥² ¨±¯®«¼§®¢ ²¼±¿ ¤«¿ ° ±·¥²®¢, ´®°¬³«  (2.9) ¨£° ¥²

¢ ¦­³¾ ²¥®°¥²¨·¥±ª³¾ °®«¼ (±¬. ¤ «¼¸¥ ¯ ° £° ´ 2.5).

2.4 � ±²­»© ±«³· © | ¯ °­ ¿ °¥£°¥±±¨¿

�®«¥§­® ¢»¯¨± ²¼ ¿¢­® ¤¢  ¯°®±²¥©¸¨µ ±«³· ¿ ´®°¬³«» (2.7).

�«³· © 1 (k = 1). �·¥¢¨¤­®, ¨¬¥¥¬

X
0

X =

NX
i=1

X
2
i1; X

0

Y =

NX
i=1

Xi1Yi;

�̂1 =

PN
i=1Xi1YiPN
i=1X

2
i1

=
X1Y

X2
1

:

�±«¨ ¤®¯®«­¨²¥«¼­® ¯°¥¤¯®«®¦¨²¼, ·²® X1 = 1! (°¥£°¥±±¨¿ ­ 

ª®­±² ­²³), ¯®«³· ¥¬

�̂1 = �Y ;

² ª ·²® ¯°®£­®§­»¥ §­ ·¥­¨¿ Ŷi ° ¢­» �Y ¯°¨ ¢±¥µ i, ·²® ¬®¦­®

§ ¯¨± ²¼ ² ª¦¥ ¢ ¢¨¤¥ Ŷ = �Y !.

�«³· © 2 (k = 2). �­ «®£¨·­® ¯°¥¤»¤³¹¥¬³ ±«³· ¾ ¯®«³· ¥¬

1

N
X

0

X =

 
X2

1 X1X2

X1X2 X
2
2

!
;

1

N
X

0

Y =

 
X1Y

X2Y

!
;
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�̂1 =
X

2
2 �X1Y �X1X2 �X2Y

X2
1 �X2

2 �X1X2
2

;

�̂2 =
X2

1 �X2Y �X1X2 �X1Y

X
2
1 �X2

2 �X1X2
2

:

�°¨ ¤®¯®«­¨²¥«¼­®¬ ¯°¥¤¯®«®¦¥­¨¨ X1 = 1! (¬®¤¥«¼ ¯ °­®© °¥-

£°¥±±¨¨) ´®°¬³«» ¬®¦­® ­¥±ª®«¼ª® ³¯°®±²¨²¼:

�̂1 =
X

2
2 � �Y � �X2 �X2Y

X
2
2 � �X2

2

= �Y � �X2�̂2;

�̂2 =
X2Y � �X2

�Y

X
2
2 � �X2

2

=
x2y

x
2
2

: (2.10)

�«¿ ¢¥ª²®°  Ŷ ¯°®£­®§­»µ §­ ·¥­¨© ¨§ ´®°¬³« (2.10) ¯®«³· ¥¬

Ŷ = �Y ! +
x2y

x
2
2

(X2 � �X!

2 ) = �Y ! +
x2y

x
2
2

x2: (2.11)

�·¥¢¨¤­®, �x2 = 0, ¯®½²®¬³, ³±°¥¤­¿¿ (2.11), ­ µ®¤¨¬

Ŷ = �Y :

�¥°¥­®±¿ ²¥¯¥°¼ ¢ (2.11) ¢¥ª²®° �Y ! ¢ «¥¢³¾ · ±²¼, ­ µ®¤¨¬

ŷ =
x2y

x
2
2

x2 (2:110)

| ¯°®£­®§­»© ¢¥ª²®° ¢ ®²ª«®­¥­¨¿µ.

�®¯®±² ¢«¿¿ ¬¥¦¤³ ±®¡®© ¯®«³·¥­­»¥ ´®°¬³«», ¬®¦­® ®¡-

­ °³¦¨²¼ ¥¹¥ ¨ ² ª³¾ ¤¢³µ±²³¯¥­· ²³¾ ¯°®¶¥¤³°³ ¯®±²°®¥­¨¿

®¶¥­ª¨ ª®½´´¨¶¨¥­²  ¯ °­®© °¥£°¥±±¨¨ �̂2 (±¬. (2.10)): ±­ · « 

±²°®¿²±¿ °¥£°¥±±¨¨ ¢¥«¨·¨­ Y ¨ X2 ­  ª®­±² ­²³ ¨ ­ µ®¤¿²±¿ ¢¥ª-

²®°» ®±² ²ª®¢ y ¨ x2. � ²¥¬ ±²°®¨²±¿ °¥£°¥±±¨¿ ¢¥«¨·¨­» y ­ 
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x2 | ´®°¬³«  (2:11
0

). �µ®¤­ ¿ ¯°®¶¥¤³°  ¤«¿ «¨­¥©­®© ¬®¤¥«¨ ±

¯°®¨§¢®«¼­»¬ ·¨±«®¬ °¥£°¥±±®°®¢ ¡³¤¥² ®¡±³¦¤ ²¼±¿ ¢ x2:9.
�¯° ¦­¥­¨¥. �®ª § ²¼, ·²® °¥£°¥±±¨¿ ± ¤¢³¬¿ ¯°®¨§¢®«¼-

­»¬¨ °¥£°¥±±®° ¬¨ ¬®¦¥² ¡»²¼ ¯®«³·¥­   ­ «®£¨·­®© ¤¢³µ±²³-

¯¥­· ²®© ¯°®¶¥¤³°®©.

2.5 �¢®©±²¢  ®¶¥­®ª ­ ¨¬¥­¼¸¨µ ª¢ ¤° ²®¢

� ½²®¬ ¯ ° £° ´¥ ° ±±¬ ²°¨¢ ¾²±¿ ±² ²¨±²¨·¥±ª¨¥ ±¢®©±²¢  ®¶¥-

­®ª ���, ¯®½²®¬³ ¯°¥¤¯®«®¦¥­¨¥ ® ²®¬, ·²® °¥£°¥±±®°» ­¥±«³-

· ©­», ¡³¤¥² ¨£° ²¼ ¢ ¦­³¾ °®«¼ (¤® ±¨µ ¯®° ®­® ­¥ ¨±¯®«¼§®¢ -

«®±¼).

�¥°¢®¥ ±¢®©±²¢® | ­¥±¬¥¹¥­­®±²¼ ¢¥ª²®°  ®¶¥­®ª �̂. �­® ¿¢«¿-

¥²±¿, ª ª ±¥©· ± ¡³¤¥² ¢¨¤­®, ±«¥¤±²¢¨¥¬ «¨­¥©­®±²¨ ¯® Y . �¥©-

±²¢¨²¥«¼­®, ± ¯®¬®¹¼¾ ´®°¬³«» (2.9) ¯®«³· ¥¬

E�̂ = � +E(X
0

X)�1X
0

" =

= � + (X
0

X)�1X
0

E" = �:

�¤¥±¼ ¬» ¢ ·¨±²®¬ ¢¨¤¥ ¯®«¼§³¥¬±¿ «¨­¥©­®±²¼¾ | ¯®±²®¿­­»¥

¬­®¦¨²¥«¨, ¢ ²®¬ ·¨±«¥ ¨ ¬ ²°¨·­»¥, ¢»­®±¿²±¿ §  §­ ª ¬ ²¥-

¬ ²¨·¥±ª®£® ®¦¨¤ ­¨¿. �µ®¤­®¥ ¢»·¨±«¥­¨¥ ¤ ¥² ­ ¬ ¬ ²°¨¶³

ª®¢ °¨ ¶¨© ¢¥ª²®°  �̂:

cov(�̂) = E[(�̂ � �)(�̂ � �)
0

] = E[(X
0

X)�1X
0

" � ((X
0

X)�1X
0

")
0

] =

= E[(X
0

X)�1X
0

""
0

X(X
0

X)�1] = (X
0

X)�1X
0

E(""
0

)X(X
0

X)�1 =

= �
2(X

0

X)�1X
0

�X(X
0

X)�1 = �
2(X

0

X)�1:

�¥«¨¸­¨¬ ¡³¤¥² ¯®¤·¥°ª­³²¼, ·²® ¢ ¬ ²°¨·­»µ ¢»·¨±«¥­¨¿µ ¯®-

°¿¤®ª ±®¬­®¦¨²¥«¥© ¤®«¦¥­ ¢»¤¥°¦¨¢ ²¼±¿ («¥¢»© ¬­®¦¨²¥«¼ |

­ «¥¢®, ¯° ¢»© | ­ ¯° ¢®).
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������� ������-�������. �¶¥­ª  �̂ ¬¥²®¤  ­ ¨-

¬¥­¼¸¨µ ª¢ ¤° ²®¢ ¿¢«¿¥²±¿ ½´´¥ª²¨¢­®© ¢ ª« ±±¥ «¨­¥©­»µ ­¥-

±¬¥¹¥­­»µ ®¶¥­®ª.

�²®·­¨¬ ±­ · « , ·²® ¯®­¨¬ ¥²±¿ ¯®¤ ½´´¥ª²¨¢­®±²¼¾ ¢¥ª²®°-

­®© ­¥±¬¥¹¥­­®© ®¶¥­ª¨. �³±²¼ ~� | ¤°³£ ¿ «¨­¥©­ ¿ ­¥±¬¥¹¥­-

­ ¿ ®¶¥­ª  ¢¥ª²®°  �. �®£¤  ¬ ²°¨¶ 

cov(~�)� cov(�̂)

¤®«¦­  ¡»²¼ ­¥®²°¨¶ ²¥«¼­® ®¯°¥¤¥«¥­ . �²® ®§­ · ¥², ·²® ¤«¿

«¾¡®£® ¢¥ª²®°  
 2 Rk ¢¥«¨·¨­ 



0

[cov(~�)� cov(�̂)]
 (= var(

0 ~�)� var(


0

�̂))

­¥®²°¨¶ ²¥«¼­ .

�®ª § ²¥«¼±²¢® ²¥®°¥¬». � ¯¨¸¥¬ «¨­¥©­³¾ ®¶¥­ª³ ~� ¢ ¢¨¤¥

~� = CY:

�®£¤  ³±«®¢¨¥ ­¥±¬¥¹¥­­®±²¨E~� = � § ¯¨±»¢ ¥²±¿ ¢ ¢¨¤¥ CX� =

�, ¯°¨·¥¬ ¯®±«¥¤­¥¥ ° ¢¥­±²¢® ¤®«¦­® ¢»¯®«­¿²¼±¿ ²®¦¤¥±²¢¥­­®

¯® � (¢¥¤¼ � | ½²® ­¥¨§¢¥±²­»© ¯ ° ¬¥²°). � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¬ -

²°¨¶  C ¤®«¦­  ³¤®¢«¥²¢®°¿²¼ ³±«®¢¨¾ CX = 1. �°¥¤±² ¢¨¬ ¥¥

¢ ¢¨¤¥

C = (X
0

X)�1X
0

+D:

�¥°¥§ ¢±¯®¬®£ ²¥«¼­³¾ ¬ ²°¨¶³ D ³±«®¢¨¥ ­¥±¬¥¹¥­­®±²¨ § ¯¨-

±»¢ ¥²±¿ ª ª DX = 0. � ²°¨¶  ª®¢ °¨ ¶¨© cov(~�) ¢»° ¦ ¥²±¿

´®°¬³«®©

cov(~�) = E[( ~� � �)( ~� � �)
0

] =

= E[C"(C")
0

] = �
2
CC

0

=

= �
2[(X

0

X)�1 +DD
0

+ (X
0

X)�1X
0

D
0

+D((X
0

X)�1X
0

)
0

] =

= �
2[(X

0

X)�1 +DD
0

]:
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�¤¥±¼ ¬» ¢®±¯®«¼§®¢ «¨±¼ ³±«®¢¨¥¬ ­¥±¬¥¹¥­­®±²¨ DX = 0.

�±² ¥²±¿ ¯°®¢¥°¨²¼ ­¥®²°¨¶ ²¥«¼­³¾ ®¯°¥¤¥«¥­­®±²¼ ¬ ²°¨¶»

DD
0

:



0

DD
0


 = (D
0


)
0

(D
0


) � 0

ª ª ª¢ ¤° ² ¤«¨­» ¢¥ª²®°  D
0


. �¥®°¥¬  ¤®ª § ­ .

�§ ²¥®°¥¬» � ³±± -� °ª®¢  ¢»²¥ª ¥², ¢ · ±²­®±²¨, ·²®

var(~�j) � var(�̂j), ² ª ·²® ±ª «¿°­»¥ ®¶¥­ª¨ �̂j ½´´¥ª²¨¢­» ¢

 ­ «®£¨·­®¬ ª« ±±¥ «¨­¥©­»µ ­¥±¬¥¹¥­­»µ ®¶¥­®ª.

�®¢²®°¿¿ ¯®·²¨ ¤®±«®¢­® ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ²¥®°¥¬» � ³±± -

� °ª®¢ , ¬®¦­® ¤®ª § ²¼, ·²® ¤«¿ «¾¡®© ¬ ²°¨¶» �, ¨¬¥¾¹¥©

k ±²®«¡¶®¢, ½´´¥ª²¨¢­®© «¨­¥©­®© ­¥±¬¥¹¥­­®© ®¶¥­ª®© ¢¥ª²®° 

�� ¿¢«¿¥²±¿ ®¶¥­ª  ��̂. �²® ³²¢¥°¦¤¥­¨¥ ®±² ¢«¿¥²±¿ ·¨² ²¥«¾

¤«¿ ± ¬®±²®¿²¥«¼­®© ¯°®¢¥°ª¨.

� · ±²­®±²¨, «¨­¥©­»¥ ª®¬¡¨­ ¶¨¨ ®¶¥­®ª ��� ½´´¥ª²¨¢­®

®¶¥­¨¢ ¾²  ­ «®£¨·­»¥ «¨­¥©­»¥ ª®¬¡¨­ ¶¨¨ ª®½´´¨¶¨¥­²®¢ °¥-

£°¥±±¨¨.

2.6 �¶¥­¨¢ ­¨¥ ¤¨±¯¥°±¨¨ ®¸¨¡®ª

�¨±¯¥°±¨¿ �2 ¿¢«¿¥²±¿ ª¢ ¤° ²¨·­®© µ ° ª²¥°¨±²¨ª®© ®¸¨¡®ª |

¬®¬¥­²®¬ ¢²®°®£® ¯®°¿¤ª , ¯®½²®¬³ ®¶¥­¨¢ ²¼ ¥¥, ¢¨¤¨¬®, ±«¥-

¤³¥² ² ª¦¥ ª¢ ¤° ²¨·­»¬ ®¡° §®¬. �°¨ ½²®¬ ¥±²¥±²¢¥­­»¬ ½¬-

¯¨°¨·¥±ª¨¬ ®¡º¥ª²®¬,  ±±®¶¨¨°³¾¹¨¬±¿ ± ®¸¨¡ª ¬¨, ¿¢«¿¥²±¿

¢¥ª²®° ®±² ²ª®¢ "̂ = P
?

". �·¥¢¨¤­®, E"̂ = 0. � ©¤¥¬ ¬ ²°¨¶³

ª®¢ °¨ ¶¨©

cov("̂) = E[P?

"(P?

")
0

] = P
?E(""

0

)P? = �
2
P
?

:

� ±±¬®²°¨¬ ²¥¯¥°¼ ±³¬¬³ ª¢ ¤° ²®¢

"̂
0

"̂ = tr("̂"̂
0

):

�®®²¢¥²±²¢³¾¹¥¥ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®¥ ®¦¨¤ ­¨¥ ° ¢­®

E("̂
0

"̂) = Etr("̂"̂
0

) = trE("̂"̂
0

) = �
2trP?

:
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�±² ¥²±¿ ¢±¯®¬­¨²¼, ·²® P? | ®°²®£®­ «¼­»© ¯°®¥ª²®° ­  ¯®¤-

¯°®±²° ­±²¢® L?(X1; : : : ; Xk), ¨¬¥¾¹¥¥ ° §¬¥°­®±²¼ N � k, ¤®-

¯®«­¨²¥«¼­³¾ ª ° §¬¥°­®±²¨ ¯®¤¯°®±²° ­±²¢  °¥£°¥±±®°®¢, ¨ ¥£®

±«¥¤ (ª ª ¨ «¾¡®£® ¯°®¥ª²®° ) ° ¢¥­ ½²®© ° §¬¥°­®±²¨.

�«¼²¥°­ ²¨¢­®¥ ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ° ¢¥­±²¢  trP? = N�k ¬®¦­®

¯°®¢¥±²¨ ¯°¿¬»¬ ¢»·¨±«¥­¨¥¬

trP? = tr[1N �X(X
0

X)�1X
0

] = N � tr[X(X
0

X)�1X
0

] =

= N � tr[(X
0

X)�1X
0

X ] = N � tr1k = N � k

(¬» ¯®«¼§³¥¬±¿ ²¥¬, ·²® ¯°¨ ¶¨ª«¨·¥±ª®© ¯¥°¥±² ­®¢ª¥ ±®¬­®¦¨-

²¥«¥© ±«¥¤ ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¿ ¬ ²°¨¶ ­¥ ¬¥­¿¥²±¿).

�§ ¯°®¢¥¤¥­­»µ ¢»·¨±«¥­¨© ±«¥¤³¥², ·²® ±² ²¨±²¨ª 

s
2 =

"̂
0

"̂

N � k
(2.12)

¿¢«¿¥²±¿ ­¥±¬¥¹¥­­®© ®¶¥­ª®© ¤¨±¯¥°±¨¨ �
2. �²®² °¥§³«¼² ²

½¢°¨±²¨·¥±ª¨ ®¡º¿±­¿¥²±¿ ²¥¬, ·²® ¯®±«¥ ®¶¥­¨¢ ­¨¿ k ª®½´´¨-

¶¨¥­²®¢ °¥£°¥±±¨¨ ¢ ½¬¯¨°¨·¥±ª¨µ ¤ ­­»µ ®±² ¥²±¿ N � k ­¥¨±-

¯®«¼§®¢ ­­»µ ±²¥¯¥­¥© ±¢®¡®¤».

� ¬®¤¥«¨ ±® ±« ¡»¬ ¡¥«»¬ ¸³¬®¬, ®¯¥°¨°³¾¹¥© ²®«¼ª® ± ¬®-

¬¥­² ¬¨ ¯¥°¢®£® ¨ ¢²®°®£® ¯®°¿¤ª , ®¡±³¦¤ ²¼ ½´´¥ª²¨¢­®±²¼

®¶¥­ª¨ s2 (¢ ª ª®¬-«¨¡® ¯®¤µ®¤¿¹¥¬ ª« ±±¥) ­¥¢®§¬®¦­®, ². ª. ®²-

±³²±²¢³¾² ¯°¥¤¯®«®¦¥­¨¿ ® ±² °¸¨µ ¬®¬¥­² µ. �¤¨­±²¢¥­­®¥,

·²® ®±² ¥²±¿ ¥¹¥ ¯®«³·¨²¼ ¢ ° ¬ª µ ½²®£® ¯®¤µ®¤  | ½²® ¬ -

²°¨¶³ ¯¥°¥ª°¥±²­»µ ª®¢ °¨ ¶¨© ¢¥ª²®°®¢ �̂ ¨ "̂:

cov(�̂; "̂) = E((�̂ � �)"̂
0

) = (X
0

X)�1X
0

E(""
0

)P? =

= �
2(X

0

X)�1X
0

P
? = 0

(2.13)

(®¯¿²¼ ¨±¯®«¼§³¥¬ ° ¢¥­±²¢® P?

X = 0 ¨§ ¯ ° £° ´  2.3).

�¶¥­ª  s2 ¯®§¢®«¿¥² ®¶¥­¨²¼ ¨ ¬ ²°¨¶³ ª®¢ °¨ ¶¨© ¢¥ª²®°  �̂.

� ¢»° ¦¥­¨¨

cov(�̂) = �
2(X

0

X)�1
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­ ¤® «¨¸¼ § ¬¥­¨²¼ �2 ­  s2:

cov(�̂) = s
2(X

0

X)�1:

�²  ¬ ²°¨·­ ¿ ®¶¥­ª , ®·¥¢¨¤­®, ®ª §»¢ ¥²±¿ ­¥±¬¥¹¥­­®©.

2.7 �®¤¥«¼ ± ­®°¬ «¼­® ° ±¯°¥¤¥«¥­­»¬¨ ®¸¨¡ª ¬¨

�°¥¤¯®«®¦¥­¨¥ ® ­®°¬ «¼­®±²¨ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ¢¥ª²®°  ®¸¨-

¡®ª ¯®§¢®«¿¥² ³²®·­¨²¼ ¨ ³±¨«¨²¼ °¿¤ ±¢®©±²¢, ¢»¢¥¤¥­­»µ ¢

¯°¥¤»¤³¹¨µ ¯ ° £° ´ µ. �®-¯¥°¢»µ, ¯®¿¢«¿¥²±¿ ¢®§¬®¦­®±²¼

¢ª«¾·¨²¼ ®¶¥­ª¨ ­ ¨¬¥­¼¸¨µ ª¢ ¤° ²®¢ ¢ ®¡¹³¾ ±µ¥¬³ ¬¥²®¤ 

¬ ª±¨¬ «¼­®£® ¯° ¢¤®¯®¤®¡¨¿ ¨ ±° ¢­¨¢ ²¼ ¨µ ­¥ ²®«¼ª® ± «¨-

­¥©­»¬¨ ®¶¥­ª ¬¨. �®-¢²®°»µ, ± ­®°¬ «¼­»¬ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥¬

±¢¿§ ­» ¤°³£¨¥, µ®°®¸® ¨§¢¥±²­»¥ ¢ ±² ²¨±²¨ª¥ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿

| µ¨-ª¢ ¤° ², �²¼¾¤¥­² , �¨¸¥° , ª®²®°»¥ ±° §³ ­ ·¨­ ¾² ° -

¡®² ²¼.

� ·­¥¬ ± ®¡±³¦¤¥­¨¿ ¬¥²®¤  ¬ ª±¨¬ «¼­®£® ¯° ¢¤®¯®¤®¡¨¿.

� ±¤¥« ­­»µ ¯°¥¤¯®«®¦¥­¨¿µ ­ ¡«¾¤ ¥¬»© ¢¥ª²®° Y ¨¬¥¥² ­®°-

¬ «¼­®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ N(X�; �
21). �®®²¢¥²±²¢³¾¹ ¿ ´³­ª¶¨¿

¯° ¢¤®¯®¤®¡¨¿ ¨¬¥¥² ¢¨¤

L(�; �2) =

NY
i=1

[
1

�
p
2�

e�
(Yi�(X�)i)

2

2�2 ] =

= (2�)�N=2
�
�Nexp[�

1

2�2
(Y �X�)

0

(Y �X�)]:

�®½²®¬³ ¬ ª±¨¬¨§¨°®¢ ²¼ ¥¥ ¯® � | ²® ¦¥ ± ¬®¥, ·²® ¬¨­¨-

¬¨§¨°®¢ ²¼ ±³¬¬³ ª¢ ¤° ²®¢ (Y � X�)
0

(Y � X�). � ª¨¬ ®¡° -

§®¬, ®¶¥­ª  �̂ ¬¥²®¤  ­ ¨¬¥­¼¸¨µ ª¢ ¤° ²®¢ ®ª §»¢ ¥²±¿ ®¤­®-

¢°¥¬¥­­® ¨ ®¶¥­ª®© ¬ ª±¨¬ «¼­®£® ¯° ¢¤®¯®¤®¡¨¿. � «¥¥,

L(�̂; �2) = (2�)�N=2
�
�N exp[�

"̂
0

"̂

2�2
]:
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�²±¾¤  ­ µ®¤¨²±¿ ®¶¥­ª  ¬ ª±¨¬ «¼­®£® ¯° ¢¤®¯®¤®¡¨¿ ¤«¿ �2:

�
2
M:L: =

"̂
0

"̂

N
:

� ª ¨ ±«¥¤®¢ «® ®¦¨¤ ²¼, ®­  ±¬¥¹¥­­ ¿ (±¬. ¯°¥¤»¤³¹¨© ¯ ° -

£° ´). �¥ ¨±¯° ¢«¥­¨¥ ¤ ¥² ­¥±¬¥¹¥­­³¾ ®¶¥­ª³ s2, ®¡±³¦¤ ¢¸³-

¾±¿ ¢»¸¥.

� ¯®¬®¹¼¾ ¬­®£®¬¥°­®£® ­¥° ¢¥­±²¢  � ®{�° ¬¥°  ¬®¦­® ¤®-

ª § ²¼, ·²® �̂| ½´´¥ª²¨¢­ ¿ ®¶¥­ª  ¢ ª« ±±¥ ¢±¥µ (­¥ ®¡¿§ ²¥«¼­®

«¨­¥©­»µ) ­¥±¬¥¹¥­­»µ ®¶¥­®ª ¢¥ª²®°  �. �²¢¥°¦¤¥­¨¥ ® ²®¬,

·²® s
2 | ½´´¥ª²¨¢­ ¿ ­¥±¬¥¹¥­­ ¿ ®¶¥­ª  ¤¨±¯¥°±¨¨ �

2, ²®¦¥

¢¥°­®, ­® ¤«¿ ¥£® ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ¯°¨µ®¤¨²±¿ ¯°¨¬¥­¿²¼ ¡®«¥¥

±«®¦­»¥ ¬¥²®¤» | ²¥®°¨¾ ¤®±² ²®·­»µ ±² ²¨±²¨ª (¤®±² ²®·­ ¿

±² ²¨±²¨ª  ¢ ­ ¸¥© ±¨²³ ¶¨¨ ¨¬¥¥² ¢¨¤ (Y
0

Y;X
0

Y )). �» ­¥ ¯°¨-

¢®¤¨¬ ¤¥² «¥© ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ ° ±±³¦¤¥­¨©, ®±² ¢«¿¿ ¨µ ¤«¿

± ¬®±²®¿²¥«¼­®£® ¨±±«¥¤®¢ ­¨¿ ­ ¨¡®«¥¥ ¯®¤£®²®¢«¥­­»¬¨ ·¨² -

²¥«¿¬¨.

�¥°¥©¤¥¬ ²¥¯¥°¼ ª ±¢®©±²¢ ¬ ®¶¥­®ª �̂ ¨ s
2. �°¥¦¤¥ ¢±¥£®, § -

¬¥²¨¬, ·²® ®­¨ ­¥§ ¢¨±¨¬». �¥©±²¢¨²¥«¼­®, ±«³· ©­»© ¢¥ª²®°

(�̂
0

; "̂
0

)
0

­®°¬ «¼­® ° ±¯°¥¤¥«¥­. �®£« ±­® ´®°¬³«¥ (2.13) ¯®¤¢¥ª-

²®°» �̂ ¨ "̂ ­¥ ª®°°¥«¨°³¾². �«¥¤®¢ ²¥«¼­®, ®­¨ ­¥§ ¢¨±¨¬». �

²®£¤  ¨ s
2 = "̂

0

"̂=(N � k) ­¥ § ¢¨±¨² ®² �̂.

�®ª ¦¥¬ ²¥¯¥°¼, ·²® ±«³· ©­ ¿ ¢¥«¨·¨­  "̂
0

"̂=�
2 ° ±¯°¥¤¥«¥­ 

¯® µ¨-ª¢ ¤° ² ± N � k ±²¥¯¥­¿¬¨ ±¢®¡®¤». �» ³¦¥ ¯°®¢¥°¿«¨ ¢

¯ ° £° ´¥ 2.3, ·²® "̂ = P
?

". �»¡¥°¥¬ ®°²®£®­ «¼­»© ­®°¬¨°®-

¢ ­­»© ¡ §¨± e1; : : : ; eN�k ¢ ¯®¤¯°®±²° ­±²¢¥ L?(X1; : : : ; Xk), £¤¥

¯°¨­¨¬ ¥² §­ ·¥­¨¿ "̂. �³±²¼ e|¬ ²°¨¶ , ±®±² ¢«¥­­ ¿ ¨§ ±²®«¡-

¶®¢ e1; : : : ; eN�k. �®£¤  e
0

"̂ | ¢¥ª²®° ° §¬¥°­®±²¨ N � k, ±®±² -

¢«¥­­»© ¨§ ª®®°¤¨­ ² ¢¥ª²®°  "̂ ¢ ¡ §¨±¥ e1; : : : ; eN�k. �·¥¢¨¤­®,

e
0

"̂ ­®°¬ «¼­® ° ±¯°¥¤¥«¥­ ¨ ¶¥­²°¨°®¢ ­. �»·¨±«¨¬ ¥£® ¬ ²°¨¶³

27



ª®¢ °¨ ¶¨©

cov(e
0

"̂) = E[e
0

"̂(e
0

"̂)
0

] = e
0

E("̂"̂
0

)e =

= �
2
e
0

P
?

e = �
2
e
0

e = �
21N�k

(¬» ¢®±¯®«¼§®¢ «¨±¼ ¢»·¨±«¥­­»¬ ¢ ¯ ° £° ´¥ 2.6 §­ ·¥­¨¥¬

E("̂"̂
0

) = �
2
P
?,   ² ª¦¥ ²¥¬, ·²® P

? ¤¥©±²¢³¥² ²®¦¤¥±²¢¥­­® ­ 

¢¥ª²®°» ¡ §¨±  e1; : : : ; eN�k). � ¬¥²¨¬ ²¥¯¥°¼, ·²® ±³¬¬» ª¢ ¤° -

²®¢ "̂
0

"̂ ¨ (e
0

"̂)
0 �(e0"̂) ¤ ¾² ®¤­³ ¢¥«¨·¨­³| ª¢ ¤° ² ¤«¨­» ¢¥ª²®° 

"̂. �²±¾¤  ¯®«³· ¥¬, ·²®

�
�2
"̂
0

"̂ = �
�2

N�kX
j=1

(e
0

j"̂)
2

¨¬¥¥² ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ �
2
N�k. �¥©±²¢¨²¥«¼­®, ¢¥«¨·¨­» �

�1
e
0

j "̂

¨¬¥¾² ±² ­¤ °²­®¥ ­®°¬ «¼­®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ ¨ ­¥§ ¢¨±¨¬».

�¥¯¥°¼ ¬» ¯®«³· ¥¬ ¢®§¬®¦­®±²¼ ¯®±²°®¥­¨¿ ¤®¢¥°¨²¥«¼­»µ

¨­²¥°¢ «®¢ ¤«¿ ª®½´´¨¶¨¥­²®¢ °¥£°¥±±¨¨ �j ¨ ±®¢¬¥±²­»µ ¤®¢¥-

°¨²¥«¼­»µ ®¡« ±²¥© ¤«¿ ­¨µ. �£° ­¨·¨¬±¿ ¯®ª  ®¯¨± ­¨¥¬ ª®­-

±²°³ª¶¨¨ ¤®¢¥°¨²¥«¼­»µ ¨­²¥°¢ «®¢. �» §­ ¥¬, ·²®

�̂j 2 N(�j; �
2[(X

0

X)�1]jj);

(N � k)s2

�2
2 �

2
N�k;

¨ ½²¨ ¢¥«¨·¨­» ­¥§ ¢¨±¨¬». �®½²®¬³

p
N � k

�̂j��jp
var(�̂j)q
(N�k)s2

�2

=
�̂j � �j

s
p
[(X

0

X)�1]jj

¨¬¥¥² ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ �²¼¾¤¥­²  tN�k. �»¡¨° ¿ ¯® ¤®¢¥°¨²¥«¼-

­®© ¢¥°®¿²­®±²¨ 1 � � ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥¥ ² ¡«¨·­®¥ §­ ·¥­¨¥ z�

((1� �=2){ª¢ ­²¨«¼ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ �²¼¾¤¥­² ), ¬» ¯®«³· ¥¬ ¤®-

¢¥°¨²¥«¼­»© ¨­²¥°¢ « ¢¨¤  �̂j � z�s
p
[(X

0

X)�1]jj ¤«¿ ª®½´´¨¶¨-
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¥­²  �j. �°¨ ¡®«¼¸®¬ ·¨±«¥ ±²¥¯¥­¥© ±¢®¡®¤» ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥

�²¼¾¤¥­² , ª ª ®¡»·­®, ¬®¦¥² ¡»²¼ § ¬¥­¥­® ­®°¬ «¼­»¬.

�®¢¥°¨²¥«¼­»© ¨­²¥°¢ « ¯®§¢®«¿¥² ¯°®¢¥°¿²¼ £¨¯®²¥§³ ¢¨¤ 

�j = �j0. �«¿ ½²®£® ¤®±² ²®·­® «¨¸¼ ¢»¿±­¨²¼, ¯®¯ ¤ ¥² «¨ £¨¯®-

²¥²¨·¥±ª®¥ §­ ·¥­¨¥ �j0 ¢ ¯®±²°®¥­­»© ¤®¢¥°¨²¥«¼­»© ¨­²¥°¢ «.

�¨¯®²¥§  ®²¢¥°£ ¥²±¿ ­  ³°®¢­¥ �, ¥±«¨ £¨¯®²¥²¨·¥±ª®¥ §­ ·¥­¨¥

�j0 ­¥ ¯®¯ ¤ ¥² ¢ ¤®¢¥°¨²¥«¼­»© ¨­²¥°¢ «.

�°®¢¥°ª  ¡®«¥¥ ±«®¦­»µ £¨¯®²¥§, ¢ª«¾· ¾¹¨µ «¨­¥©­»¥ ª®¬-

¡¨­ ¶¨¨ ª®½´´¨¶¨¥­²®¢ °¥£°¥±±¨¨, ®¡±³¦¤ ¥²±¿ ¢ ±«¥¤³¾¹¥¬ ¯ -

° £° ´¥.

�®¢¥°¨²¥«¼­»© ¨­²¥°¢ « ¤«¿ �
2 ±²°®¨²±¿ ­¥¯®±°¥¤±²¢¥­­® ¯®

�
2-° ±¯°¥¤¥«¥­­®© ¤°®¡¨ (N � k)s2=�2. �» ¯°¥¤¯®« £ ¥¬, ·²®

·¨² ²¥«¼ ¬®¦¥² ¯°®¤¥« ²¼ ½²® ± ¬®±²®¿²¥«¼­®.

�¥§ ¯°¥¤¯®«®¦¥­¨¿ ® ­®°¬ «¼­®±²¨ ®¸¨¡®ª ®¡  ±¯¥¶¨ «¼­»µ

° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ | �²¼¾¤¥­²  ¨ µ¨-ª¢ ¤° ² | ¨±·¥§ ¾², ®¤­ ª®

· ±²® ¯°¥¤¯®« £ ¾², ·²® ¯°¨ ¡®«¼¸¨µ N ¨§«®¦¥­­»¥ °¥¶¥¯²»

¤ ¾² "¯°¨¡«¨¦¥­­»¥" ¤®¢¥°¨²¥«¼­»¥ ¨­²¥°¢ «».

2.8 �°®¢¥°ª  «¨­¥©­»µ £¨¯®²¥§ ®¡¹¥£® ¢¨¤ 

�°®±²¥©¸¨¥ £¨¯®²¥§» ¢¨¤  �j = �j0 ® ª®½´´¨¶¨¥­² µ °¥£°¥±±¨¨,

° ±±¬®²°¥­­»¥ ¢»¸¥, ±®±² ¢«¿¾² «¨¸¼ ¬ «³¾ · ±²¼ ±®¤¥°¦ -

²¥«¼­»µ «¨­¥©­»µ £¨¯®²¥§. �¡®§­ ·¨¬ ­  ³°®¢­¥ ¨¤¥© °¿¤ ¯°¨-

¬¥°®¢, ¢ ª®²®°»µ ¯®¿¢«¿¾²±¿ £¨¯®²¥§» ¤°³£®£® ¢¨¤ .

�¨¯®²¥§  �2 + �3 = 1 ¯®¿¢«¿¥²±¿ ¢ ±¢¿§¨ ± ¯°®¨§¢®¤±²¢¥­­®©

´³­ª¶¨¥© �®¡¡ {�³£« ± .

�¨¯®²¥§  �2 + �3 = 0 ¬®¦¥² ¯°®¢¥°¿²¼±¿ ¢ ¬®¤¥«¨, £¤¥ X2 |

±² ¢ª  ¡ ­ª®¢±ª®£® ¯°®¶¥­² ,   X3 | ³°®¢¥­¼ ¨­´«¿¶¨¨.

�¨¯®²¥§  �2 = �3 = � � � = �k = 0 ¯®¿¢«¿¥²±¿ ¯°¨ ¢»¿±­¥­¨¨

¢®¯°®±  ® §­ ·¨¬®±²¨ ¢±¥© °¥£°¥±±¨®­­®© ±¢¿§¨.

�¡¹ ¿ ´®°¬³«¨°®¢ª  «¨­¥©­®© £¨¯®²¥§» ® ª®½´´¨¶¨¥­² µ
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¨¬¥¥² ±«¥¤³¾¹¨© ¢¨¤:

H0 : R� = 
:

�¤¥±¼ R | ¬ ²°¨¶  ª®½´´¨¶¨¥­²®¢, ¨¬¥¾¹ ¿ k ±²®«¡¶®¢. � -

¦¤ ¿ ¥¥ ±²°®ª  (¡³¤¥¬ ±·¨² ²¼, ·²® ·¨±«® ±²°®ª ° ¢­® r) § ¤ ¥²

«¨­¥©­®¥ ®£° ­¨·¥­¨¥

Rl1�1 + � � �+Rlk�k = 
l; l = 1; : : : ; r:

�¥§ ®£° ­¨·¥­¨¿ ®¡¹­®±²¨ ¬®¦­® ±·¨² ²¼, ·²® ±²°®ª¨ ¬ ²°¨¶»

®£° ­¨·¥­¨© R «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨±¨¬», ² ª ·²® r � k (ª ª ¯° ¢¨«®

·¨±«® ®£° ­¨·¥­¨© §­ ·¨²¥«¼­® ¬¥­¼¸¥ k).

� ª ¨ ¢ ¯°¥¤»¤³¹¥¬ ¯ ° £° ´¥, ¬» ¡³¤¥¬ ¯°¥¤¯®« £ ²¼, ·²®

®¸¨¡ª¨ ­®°¬ «¼­® ° ±¯°¥¤¥«¥­». �«¿ ¯®±²°®¥­¨¿ ²¥±²  ¯°®¢¥°ª¨

£¨¯®²¥§» H0 ¢®±¯®«¼§³¥¬±¿ ²¥¬, ·²® ±«³· ©­»© ¢¥ª²®° R�̂ ° ±-

¯°¥¤¥«¥­ ¯® ­®°¬ «¼­®¬³ § ª®­³ ± ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª¨¬ ®¦¨¤ ­¨¥¬

R� ¨ ¬ ²°¨¶¥© ª®¢ °¨ ¶¨©

cov(R�̂) = E(R�̂ � R�)(R�̂ � R�)
0

=

= Rcov(�̂)R
0

= �
2
R(X

0

X)�1R
0

:

�¥£ª® ¯°®¢¥°¨²¼, ·²® ½²  ¬ ²°¨¶  ­¥¢»°®¦¤¥­ . �¥©±²¢¨²¥«¼­®,

®­  ¯°¥¤±² ¢«¿¥²±¿ ¢ ¢¨¤¥ R
�
R

0

�

, £¤¥ R
�
= R(X

0

X)�1=2 | ¬ ²°¨¶ 

¯®«­®£® ° ­£  r. �²±¾¤  ±«¥¤³¥², ·²® ­®°¬ «¼­® ° ±¯°¥¤¥«¥­­»©

¢¥ª²®°

(R(X
0

X)�1R
0

)�1=2(R�̂ � R�)

¶¥­²°¨°®¢ ­ ¨ ¨¬¥¥² ¬ ²°¨¶³ ª®¢ °¨ ¶¨© �
21r. �®½²®¬³ ­®°¬ -

«¨§®¢ ­­ ¿ ±³¬¬  ª¢ ¤° ²®¢ ¥£® ª®¬¯®­¥­²

�
�2(R�̂ � R�)

0

(R(X
0

X)�1R
0

)�1(R�̂ � R�)

° ±¯°¥¤¥«¥­  ¯® § ª®­³ �
2
r. � ¯°¥¤»¤³¹¥¬ ¯ ° £° ´¥ ³±² ­®-

¢«¥­®, ·²® ±«³· ©­ ¿ ¢¥«¨·¨­ 

(N � k)s2

�2
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² ª¦¥ ° ±¯°¥¤¥«¥­  ¯® µ¨-ª¢ ¤° ² (± N �k ±²¥¯¥­¿¬¨ ±¢®¡®¤») ¨

·²® ®­  ­¥ § ¢¨±¨² ®² ¢¥ª²®°  ®¶¥­®ª �̂. �±¯®¬¨­ ¿, ·²® ®²­®¸¥-

­¨¥ ­¥§ ¢¨±¨¬»µ µ¨-ª¢ ¤° ² ¢¥«¨·¨­, ¤¥«¥­­»µ ­  ±®®²¢¥²±²¢³-

¾¹¨¥ ·¨±«  ±²¥¯¥­¥© ±¢®¡®¤», ¨¬¥¥² F-° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ �¨¸¥° ,

¯®«³· ¥¬, ·²® ¢ ¯°¥¤¯®«®¦¥­¨¨ H0 ¤°®¡¼

(R�̂ � 
)
0

(R(X
0

X)�1R
0

)�1(R�̂ � 
)=r

s2

° ±¯°¥¤¥«¥­  ¯® § ª®­³ Fr;N�k. �®«¼¸¨¥ §­ ·¥­¨¿ ½²®© ¤°®¡¨

®¡° §³¾² ª°¨²¨·¥±ª³¾ ®¡« ±²¼ ¨±ª®¬®£® ²¥±² . �®·­® ² ª ¦¥,

­¥° ¢¥­±²¢  ¢¨¤ 

(R�̂ � 
)
0

(R(X
0

X)�1R
0

)�1(R�̂ � 
) � const

§ ¤ ¾² ±®¢¬¥±²­»¥ ¤®¢¥°¨²¥«¼­»¥ ®¡« ±²¨ ¤«¿ ª®¬¯®­¥­² ¢¥ª-

²®°  R�, ®£° ­¨·¥­­»¥ ½««¨¯±®¨¤ ¬¨ (¯®¢¥°µ­®±²¿¬¨ ¢²®°®£®

¯®°¿¤ª ). � ®¡®¨µ ±«³· ¿µ ¨±¯®«¼§³¾²±¿ ¯°®¶¥­²­»¥ ²®·ª¨ F-

° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿.

�¯¨± ­­»¥ ¢ ¯°¥¤»¤³¹¥¬ ¯ ° £° ´¥ ¤®¢¥°¨²¥«¼­»¥ ¨­²¥°¢ «»

³ª« ¤»¢ ¾²±¿ ¢ ­ ¸³ ²¥¯¥°¥¸­¾¾ ±µ¥¬³ ¢ ª ·¥±²¢¥ · ±²­®£® ±«³-

· ¿, ².ª. ¨¬¥¥² ¬¥±²® "±¨¬¢®«¨·¥±ª®¥" ° ¢¥­±²¢®:

(tN�k)
2 = F1;N�k:

�¥±²¨°®¢ ­¨¥ ¢»§»¢ ¾¹¥© ®±®¡»© ¨­²¥°¥± £¨¯®²¥§» �2 = � � � =
�k = 0 ¤¥² «¼­® ®¡±³¦¤ ¥²±¿ ¢ ¯ ° £° ´¥ 2.10.

2.9 �«®·­ ¿ °¥£°¥±±¨¿

� ±±¬®²°¨¬ ¬®¤¥«¼, ¢ ª®²®°®© °¥£°¥±±®°» ° §¡¨²» ­  ¤¢  ­¥¯¥-

°¥±¥ª ¾¹¨µ±¿ ¡«®ª :

X = (X(1); X(2));

±®¤¥°¦ ¹¨µ, ±®®²¢¥²±²¢¥­­®, k1 ¨ k2 °¥£°¥±±®°®¢ (k1 + k2 = k).

�«¿ ®¯°¥¤¥«¥­­®±²¨ ¡³¤¥¬ ¯°¥¤¯®« £ ²¼, ·²® X(1) ±®±²®¨² ¨§ ¯¥°-

¢»µ k1 °¥£°¥±±®°®¢.
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�¥ª²®° ª®½´´¨¶¨¥­²®¢ � ¯°¨ ½²®¬ ² ª¦¥ ° §¡¨¢ ¥²±¿ ­  ¯®¤-

¢¥ª²®°» �(1) ¨ �(2). �» ¯®«³·¨¬ ¤¢³µ½² ¯­³¾ ¯°®¶¥¤³°³ ¯®±²°®¥-

­¨¿ ¯®¤¢¥ª²®°  �̂(2) ®¶¥­®ª ­ ¨¬¥­¼¸¨µ ª¢ ¤° ²®¢, ®¡®¡¹ ¾¹³¾

±µ¥¬³, ¨§«®¦¥­­³¾ ¢ ¯ ° £° ´¥ 2.4. � ¦­¥©¸¨© · ±²­»© ±«³· ©

(±°. ± x2.4) | X(1) = X1 = 1!, X(2) = (X2; : : : ; Xk), ®¤­ ª® ¬» ³¢¨-

¤¨¬ ¢ ¤ «¼­¥©¸¥¬, ·²® ¡«®·­ ¿ ±²°³ª²³°  ®ª §»¢ ¥²±¿ ¯®«¥§­®©

¨ ±®¢±¥¬ ¢ ¤°³£¨µ ª®­²¥ª±² µ.

� ¯¨¸¥¬ ´®°¬³«³ (2.6) ¤«¿ ®¶¥­®ª ­ ¨¬¥­¼¸¨µ ª¢ ¤° ²®¢ ¢

¡«®·­®© ´®°¬¥:

 
X

0

(1)X(1) X
0

(1)X(2)

X
0

(2)X(1) X
0

(2)X(2)

!0
@ �̂(1)

�̂(2)

1
A =

0
B@ X

0

(1)Y

X
0

(2)Y

1
CA ;

² ª ·²®

X
0

(1)X(1)�̂(1) +X
0

(1)X(2)�̂(2) = X
0

(1)Y;

X
0

(2)X(1)�̂(1) +X
0

(2)X(2)�̂(2) = X
0

(2)Y:

�®±ª®«¼ª³ °¥£°¥±±®°» ¯¥°¢®© £°³¯¯» «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨±¨¬», ¬ -

²°¨¶  X
0

(1)X(1) ®¡° ²¨¬ . �»° ¦ ¿ �̂(1) ¨§ ¯¥°¢®£® ³° ¢­¥­¨¿ ¨

¯®¤±² ¢«¿¿ ¢® ¢²®°®¥, ¯®«³· ¥¬

X
0

(2)X(1)(X
0

(1)X(1))
�1[X

0

(1)Y �X
0

(1)X(2)�̂(2)] +X
0

(2)X(2)�̂(2) = X
0

(2)Y:

�°®¨§¢®¤¿ ¯¥°¥£°³¯¯¨°®¢ª³, § ¯¨¸¥¬ ½²® ° ¢¥­±²¢® ¢ ¢¨¤¥

[X
0

(2)X(2) �X
0

(2)X(1)(X
0

(1)X(1))
�1
X

0

(1)X(2)]�̂(2) =

= X
0

(2)Y �X
0

(2)X(1)(X
0

(1)X(1))
�1
X

0

(1)Y:

�¢®¤¿ ¥±²¥±²¢¥­­»¥ ®¡®§­ ·¥­¨¿

P(1) = X(1)(X
0

(1)X(1))
�1
X

0

(1); P
?

(1) = 1� P(1);

¯®«³· ¥¬

X
0

(2)P
?

(1)X(2)�̂(2) = X
0

(2)P
?

(1)Y;
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®²ª³¤ 

(P?

(1)X(2))
0

(P?

(1)X(2))�̂(2) = (P?

(1)X(2))
0

(P?

(1)Y ): (2.14)

�¥ª²®° P?

(1)Y ¬®¦­® ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ª ª ¢¥ª²®° ®±² ²ª®¢ ®² ¯°®¥ª-

²¨°®¢ ­¨¿ Y ­  ¯®¤¯°®±²° ­±²¢® L(X(1)) = L(X1; : : : ; Xk1). �¡®-

§­ ·¨¬ ¥£® Y
�
. �®·­® ² ª ¦¥, ±²®«¡¶» ¬ ²°¨¶» P

?

(1)X(2) ¬®¦­®

° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ª ª ®±² ²ª¨ ®² ¯°®¥ª²¨°®¢ ­¨¿ °¥£°¥±±®°®¢ ¢²®-

°®© £°³¯¯» ­  L(X(1)). �¡®§­ ·¨¬ ½²³ ¬ ²°¨¶³ ®±² ²ª®¢ X
�
. �®-

£¤  (2.14) ¯°¨®¡°¥² ¥² ¢¨¤, ±µ®¤­»© ± (2.6):

X
0

�
X
�
�̂(2) = X

0

�
Y
�
: (2:140)

� ²°¨¶ X
�
¨¬¥¥² «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨±¨¬»¥ ±²®«¡¶», ¢ ·¥¬ «¥£ª® ³¡¥-

¤¨²¼±¿, ¢»° ¦ ¿ ½²¨ ±²®«¡¶» ·¥°¥§ ¯¥°¢®­ · «¼­»¥ °¥£°¥±±®°»

X1; : : : ; Xk. �¥©±²¢¨²¥«¼­®,

X
�
= X(2) � P(1)X(2) = X(2) �X(1)L;

². ª. ±²®«¡¶» ¬ ²°¨¶» P(1)X(2) | «¨­¥©­»¥ ª®¬¡¨­ ¶¨¨ °¥£°¥±±®-

°®¢ ¯¥°¢®© £°³¯¯», ². ¥. ¯°¥¤±² ¢«¿¾²±¿ ¢ ¢¨¤¥ X(1)Lj, £¤¥ Lj |

­¥ª®²®°»¥ ¢¥ª²®°» ª®½´´¨¶¨¥­²®¢ | ±²®«¡¶» ¬ ²°¨¶» L. � ±-

±¬®²°¨¬ «¨­¥©­³¾ ª®¬¡¨­ ¶¨¾ X
�

 ±²®«¡¶®¢ ¬ ²°¨¶» X

�
. �­ 

¯°¥¤±² ¢«¿¥²±¿ ¢ ¢¨¤¥ X(2)
 � X(1)L
 ¨ ° ¢­  ­³«¾ ²®«¼ª® ¯°¨


 = 0 (°¥£°¥±±®°» X1; : : : ; Xk «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨±¨¬»).

�§ ¤®ª § ­­®© «¨­¥©­®© ­¥§ ¢¨±¨¬®±²¨ ±²®«¡¶®¢ X
�
±«¥¤³¾²

®¡° ²¨¬®±²¼ ¬ ²°¨¶» X
0

�

X
�
¨ ¢®§¬®¦­®±²¼ ° §°¥¸¨²¼ ³° ¢­¥­¨¥

(2:14
0

):

�̂(2) = (X
0

�
X
�
)�1X

0

�

Y
�
: (2.15)

� ­¥¿¢­®¬ ¢¨¤¥ ½²  ° §°¥¸¨¬®±²¼, ª®­¥·­®, ±«¥¤³¥² ¨§ ° §°¥¸¨-

¬®±²¨ ±¨±²¥¬» (2.6) ¤«¿ ¯®«­®£® ­ ¡®°  ®¶¥­®ª �̂.

�¥¯¥°¼, ¯®¤¢®¤¿ ¨²®£, ¬» ¬®¦¥¬ ¨­²¥°¯°¥²¨°®¢ ²¼ ¨§«®¦¥­-

­³¾ ±µ¥¬³ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬. �  ¯¥°¢®¬ ¸ £¥ ¯°®¶¥¤³°» ±²°®-

¿²±¿ °¥£°¥±±¨¨ Y ­  X(1) ¨ ª ¦¤®£® ±²®«¡¶  ¬ ²°¨¶»X(2) ­  X(1).
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�  ¢²®°®¬ ¸ £¥ ±²°®¨²±¿ °¥£°¥±±¨¿ ®±² ²ª®¢ Y
�
°¥£°¥±±¨¨ ¯¥°-

¢®£® ¸ £  ­  X
�
|¬ ²°¨¶³ ®±² ²ª®¢ ®±² «¼­»µ °¥£°¥±±¨© ¯¥°-

¢®£® ¸ £ . �®«³·¥­­»¥ ­  ¢²®°®¬ ¸ £¥ ®¶¥­ª¨ �̂(2) | ¨±ª®¬»¥

®¶¥­ª¨ ª®½´´¨¶¨¥­²®¢ °¥£°¥±±¨¨ ¨§ ¢²®°®© £°³¯¯».

�®§¢° ¹ ¿±¼ ª ¯¥°¢®© £°³¯¯¥ ª®½´´¨¶¨¥­²®¢, ¬» ¬®¦¥¬ ²¥¯¥°¼

­ ¯¨± ²¼

�̂(1) = (X
0

(1)X(1))
�1
X

0

(1)(Y �X(2)�̂(2)) (2:151)

� ±±¬®²°¨¬ ²¥¯¥°¼ · ±²­»© ±«³· ©, ³¯®¬¿­³²»© ¢ ­ · «¥ ¯ -

° £° ´  | X(1) = X1 = 1!. �®£¤  ­  ¯¥°¢®¬ ¸ £¥ ±²°®¿²±¿ °¥-

£°¥±±¨¨ ­  ª®­±² ­²³, ®±² ²ª ¬¨ ®² ª®²®°»µ ¿¢«¿¾²±¿ ¢¥ª²®°»

®²ª«®­¥­¨© y = Y � �Y !, xj = Xj � �X!

j (j = 2; : : : ; k). �  ¢²®°®¬

¸ £¥ ±²°®¨²±¿ °¥£°¥±±¨¿ ¢¥ª²®°  y ­  ³ª®°®·¥­­»© ­ ¡®° ­®¢»µ

°¥£°¥±±®°®¢ x2; : : : ; xk. �®°¬³«³ (2.15) ¬®¦­® § ¯¨± ²¼ ¢ ¢¨¤¥ (x

| ¬ ²°¨¶ , ±®±² ¢«¥­­ ¿ ¨§ ±²®«¡¶®¢ x2; : : : ; xk)

�̂(2) = (x
0

x)�1x
0

y (2.16)

| ®¶¥­ª  ª®½´´¨¶¨¥­²®¢ «¨­¥©­®© °¥£°¥±±¨¨ ¢ ®²ª«®­¥­¨¿µ. �«¿

®±² ¢¸¥£®±¿ ª®½´´¨¶¨¥­²  �1 ²¥¯¥°¼ «¥£ª® ¯®«³· ¥¬

�̂1 = �Y � �̂2
�X2 � � � � � �̂k

�Xk: (2:161)

�·¥¢¨¤­®, (2.15) ¨ (2.16) ®¡®¡¹ ¾² ° ­¥¥ ¯®«³·¥­­»¥ ´®°¬³«»

(2.10).

�§ ´®°¬³« (2.16) ¯®«³· ¥¬ ² ª¦¥

Ŷ = �̂
!

1 + �̂2X2 + � � �+ �̂kXk = �Y ! + �̂2x2 + � � �+ �̂kxk: (2.17)

�²±¾¤  ±«¥¤³¥², ·²® Ŷ = �Y (¤«¿ ¯ °­®© °¥£°¥±±¨¨ ½²® ¡»«® ¯®-

«³·¥­® ¢ ¯ ° £° ´¥ 2.4). �¥©±²¢¨²¥«¼­®, ­³¦­®¥ ±®®²­®¸¥­¨¥ ­¥-

¯®±°¥¤±²¢¥­­® ¢»²¥ª ¥² ¨§ ®·¥¢¨¤­»µ ° ¢¥­±²¢ �x2 = � � � = �xk = 0.

�» ¡³¤¥¬ ¨±¯®«¼§®¢ ²¼ ¡«®·­³¾ °¥£°¥±±¨¾ ¯°¨ ®¡±³¦¤¥­¨¨

¯°®¡«¥¬ ±¯¥¶¨´¨ª ¶¨¨ (±¬. x2.12).
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2.10 �®½´´¨¶¨¥­² ¤¥²¥°¬¨­ ¶¨¨ ¨ ª ·¥±²¢® ¯°®£­®§ 

� ½²®¬ ¯ ° £° ´¥ ¬» ¯°¥¤¯®« £ ¥¬, ·²® X1 = 1!.

� ¨¡®«¥¥ ª®°®²ª®¥ ®¯°¥¤¥«¥­¨¥ ª®½´´¨¶¨¥­²  ¤¥²¥°¬¨­ ¶¨¨|

ª¢ ¤° ² ¢»¡®°®·­®£® ª®½´´¨¶¨¥­²  ª®°°¥«¿¶¨¨ ¬¥¦¤³ ´ ª²¨·¥-

±ª¨¬¨ (Y ) ¨ ¯°®£­®§­»¬¨ (Ŷ ) §­ ·¥­¨¿¬¨ ®¡º¿±­¿¥¬®© ¢¥«¨·¨­».

�²±¾¤  ¯°®¨±µ®¤¿² ®¡®§­ ·¥­¨¥ R2 ¨ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹ ¿ ´®°¬³« .

�«¿ ¢»·¨±«¥­¨¿,¢¯°®·¥¬, ¨±¯®«¼§³¥²±¿ ­¥±ª®«¼ª® ¨­ ¿ ´®°¬³« 

R
2 =

ŷ
0

ŷ

y
0

y
= 1�

"̂
0

"̂

y
0

y
; (2.18)

ª®²®° ¿ ¯®«³· ¥²±¿ ­¥±«®¦­»¬¨ ¯°¥®¡° §®¢ ­¨¿¬¨.

� ¯¨¸¥¬ ±­ · «  ¯® ®¯°¥¤¥«¥­¨¾

R
2 =

(y
0

ŷ)2

y
0

y � ŷ0

ŷ
:

�®±ª®«¼ª³ Ŷ = �Y , ¨¬¥¥¬

y = Y � �Y ! = Ŷ + "̂ � �Y ! = ŷ + "̂:

�®½²®¬³

y
0

ŷ = ("̂ + ŷ)
0

ŷ = ŷ
0

ŷ

(¬» ¢®±¯®«¼§®¢ «¨±¼ ®°²®£®­ «¼­®±²¼¾ ®±² ²ª®¢ "̂ ± ¯°®£­®§­»¬

¢¥ª²®°®¬ Ŷ ¨ °¥£°¥±±®°®¬ X1 = 1!). �¥¯¥°¼ ¨§ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿ ª®-

½´´¨¶¨¥­²  ¤¥²¥°¬¨­ ¶¨¨ ¯®«³· ¥¬

R
2 =

ŷ
0

ŷ

y0y
=
(y � "̂)

0

(y � "̂)

y
0

y
=

y
0

y � "̂
0

"̂

y
0

y
= 1 �

"̂
0

"̂

y
0

y
;

·²® ¨ ²°¥¡®¢ «®±¼ ¤®ª § ²¼.

�±«¨ ¢±¯®¬­¨²¼, ·²® ° §«®¦¥­¨¥ Y = Ŷ + "̂ ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿

­¥ ­ ¡®°®¬ °¥£°¥±±®°®¢,   ¯®°®¦¤¥­­»¬ ¨¬¨ ¯®¤¯°®±²° ­±²¢®¬

L(X1; : : : ; Xk), ®¯°¥¤¥«¥­¨¥ ª®½´´¨¶¨¥­²  ¤¥²¥°¬¨­ ¶¨¨ (¢ «¾¡®©

´®°¬¥) ¡¥§ ¨§¬¥­¥­¨¿ ¯¥°¥­®±¨²±¿ ­  ·³²¼ ¡®«¥¥ ®¡¹¨© ±«³· ©

35



| ª®£¤  1! «¥¦¨² ¢ ½²®¬ ¯®¤¯°®±²° ­±²¢¥ (­® ­¥ ®¡¿§ ²¥«¼­®

¿¢«¿¥²±¿ °¥£°¥±±®°®¬).

�§ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿ R2 ­¥¯®±°¥¤±²¢¥­­® ¢»²¥ª ¥² ­¥° ¢¥­±²¢®

0 � R
2 � 1:

�®¦­® ¥¹¥ ®²¬¥²¨²¼, ·²® ª®½´´¨¶¨¥­² ª®°°¥«¿¶¨¨ R ¬¥¦¤³ Y

¨ Ŷ ­¥®²°¨¶ ²¥«¥­ ¨ ± ¬ ¯® ±¥¡¥ (¡¥§ ¢®§¢¥¤¥­¨¿ ¢ ª¢ ¤° ²), ². ª.

¯°®£­®§ Ŷ ­¥ µ³¦¥ ¯°®£­®§  ¡¥§ ¨±¯®«¼§®¢ ­¨¿ °¥£°¥±±®°®¢ |

¯®±°¥¤±²¢®¬ �Y !. �° ©­¥¥ §­ ·¥­¨¥ R2 = 1 ®§­ · ¥² ±®¢¯ ¤¥­¨¥

Y = Ŷ , ®¦¨¤ ²¼ ½²®£® ° ¢¥­±²¢  ¢°¿¤ «¨ ¶¥«¥±®®¡° §­®. �°³£®¥

ª° ©­¥¥ §­ ·¥­¨¥ R
2 = 0 ±¢¨¤¥²¥«¼±²¢³¥² ® ­¥§­ ·¨¬®¬ ¢ª« ¤¥

°¥£°¥±±®°®¢X2; : : : ; Xk ¢ ®¡º¿±­¥­¨¥ | ±¬. ­¨¦¥ ®¡±³¦¤¥­¨¥ ¯°®-

¢¥°ª¨ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥© £¨¯®²¥§».

�°¨ ¤®¡ ¢«¥­¨¨ ¢ ¬®¤¥«¼ ­®¢»µ °¥£°¥±±®°®¢ ª®½´´¨¶¨¥­² ¤¥-

²¥°¬¨­ ¶¨¨ ¬®¦¥² «¨¸¼ ³¢¥«¨·¨²¼±¿ | ±³¬¬  ª¢ ¤° ²®¢ ®±² ²-

ª®¢ ³¬¥­¼¸ ¥²±¿.

�°¨­¿²® ±·¨² ²¼, ·²® ¢»° ¦¥­¨¥

y
0

y =

NX
i=1

(Yi � �Y )2

(®­® ¨­®£¤  ­ §»¢ ¥²±¿ ¢ °¨ ¶¨¥©) µ ° ª²¥°¨§³¥² ¨§¬¥­·¨¢®±²¼

¢¥«¨·¨­» Y . � ½²¨µ ²¥°¬¨­ µ R
2 ¯®ª §»¢ ¥², ª ª³¾ · ±²¼ ¢ -

°¨ ¶¨¨ y
0

y ±®±² ¢«¿¥² ®¡º¿±­¥­­ ¿ ¬®¤¥«¼¾ · ±²¼ ¢ °¨ ¶¨¨ ŷ
0

ŷ.

�®²¿ ²° ¤¨¶¨®­­ ¿ ½ª®­®¬¥²°¨ª  ±·¨² ¥² ª®½´´¨¶¨¥­² ¤¥²¥°¬¨-

­ ¶¨¨ ¤®±² ²®·­® ¢ ¦­®© µ ° ª²¥°¨±²¨ª®© ¬®¤¥«¨ (±ª ¦¥¬, ¥£®

§­ ·¥­¨¥ ¢»·¨±«¿¥²±¿ ½ª®­®¬¥²°¨·¥±ª¨¬¨ ¯ ª¥² ¬¨), °®«¼ ª®½´-

´¨¶¨¥­²  R
2 ­¥ ±«¥¤³¥² ¯°¥³¢¥«¨·¨¢ ²¼. �±¥  ¢²®°» ³·¥¡­¨ª®¢

¯®¤°®¡­® ®¡º¿±­¿¾² ¯°®¡«¥¬», ¢®§­¨ª ¾¹¨¥ ¢ ±¢¿§¨ ± ¥£® ¨±¯®«¼-

§®¢ ­¨¥¬.

�®-¯¥°¢»µ, ° §«¨·­»¥ ¢ °¨ ­²» ®¯°¥¤¥«¥­¨¿ ¯¥°¥±² ¾² ±®¢¯ -

¤ ²¼, ¥±«¨ ª®­±² ­²  ­¥ «¥¦¨² ¢ ¯®¤¯°®±²° ­±²¢¥ °¥£°¥±±®°®¢.

�°¨¥¬«¥¬®£® ®¯°¥¤¥«¥­¨¿ ¢ ½²®¬ ±«³· ¥ ¤ ²¼ ­¥ ³¤ ¥²±¿.
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�®-¢²®°»µ, R2 ­¥ ¨­¢ °¨ ­²¥­ ®²­®±¨²¥«¼­® ¢»¡®°  ®¡º¿±­¿¥-

¬®© ¢¥«¨·¨­». �¥©±²¢¨²¥«¼­®, ¢®§¼¬¥¬ ¢ ª ·¥±²¢¥ ­®¢®© ®¡º¿±-

­¿¥¬®© ¢¥«¨·¨­» Y
�
= Y � X�, £¤¥ � | ­¥ª®²®°»© (¨§¢¥±²­»©)

¢¥ª²®° ª®½´´¨¶¨¥­²®¢. �®£¤  ­ ¸  ¬®¤¥«¼ ¯°¨®¡°¥²¥² ¢¨¤

Y
�
= X�

�
+ ";

¯°¨·¥¬, ®·¥¢¨¤­®, �
�
= � � �. �¥ª²®° ®±² ²ª®¢ "̂ = P

?

" ¢ ®¡®¨µ

±«³· ¿µ ®¤¨­ ¨ ²®² ¦¥ (¬ ²°¨¶  P? ­¥ ±¢¿§ ­  ± ¢»¡®°®¬ ®¡º¿±-

­¿¥¬®© ¢¥«¨·¨­»). �¤­ ª® ¢¥ª²®° y
�
= y � x� ±®¢±¥¬ ­¥ ®¡¿§ ­

¨¬¥²¼ ²³ ¦¥ ¤«¨­³, ·²® ¨ y. �®½²®¬³ ¨

R
2
�

= 1�
"̂
0

"̂

y
0

�

y
�

­¥ ®¡¿§ ­ ±®¢¯ ¤ ²¼ ± R
2. � ²® ¦¥ ¢°¥¬¿ ¯°®£­®§­»¥ ±¢®©±²¢ 

®¡¥¨µ ¬®¤¥«¥© ®¤¨­ ª®¢»:

Ŷ
�
= PY

�
= PY � PX� = Ŷ �X�:

�®-±³¹¥±²¢³, ¬» ¨¬¥¥¬ ¤¥«® ± ¤¢³¬¿ ¯°¥¤±² ¢«¥­¨¿¬¨ ®¤­®© ¬®-

¤¥«¨,   ­¥ ± ¤¢³¬¿ ¬®¤¥«¿¬¨.

�-²°¥²¼¨µ, ­¥±¬®²°¿ ­  ª ¦³¹³¾±¿ ®¡º¥ª²¨¢­®±²¼ ½²®© µ ° ª-

²¥°¨±²¨ª¨ ª ·¥±²¢  ¬®¤¥«¨ (¬» ¨¬¥¥¬ ¢ ¢¨¤³ ¡¥§° §¬¥°­®±²¼R2),

ª®½´´¨¶¨¥­² ¤¥²¥°¬¨­ ¶¨¨ ¬®¦­® ±¤¥« ²¼ ±ª®«¼ ³£®¤­® ¡«¨§ª¨¬

ª ¥¤¨­¨¶¥ (¨«¨ ¤ ¦¥ ° ¢­»¬ ¥©), ¥±«¨ ¯°¨±®¥¤¨­¨²¼ ª ¬®¤¥«¨

¤®¯®«­¨²¥«¼­»¥ °¥£°¥±±®°» ¢ ¤®±² ²®·­®¬ ·¨±«¥. �°¨ ½²®¬ ±®-

¢¥°¸¥­­® ­¥ ²°¥¡³¥²±¿, ·²®¡» ½²  ®¯¥° ¶¨¿ ¨¬¥«  ª ª®©-­¨¡³¤¼

±®¤¥°¦ ²¥«¼­»© ½ª®­®¬¨·¥±ª¨© ±¬»±«, £« ¢­®¥ | «¨­¥©­ ¿ ­¥§ -

¢¨±¨¬®±²¼ °¥£°¥±±®°®¢. � ³·¥¡­®© «¨²¥° ²³°¥ ®¡±³¦¤ ¥²±¿ ² ª

­ §»¢ ¥¬»© ¯®¤¯° ¢«¥­­»© ¨«¨ ±ª®°°¥ª²¨°®¢ ­­»© (adjusted) ­ 

·¨±«® °¥£°¥±±®°®¢ ª®½´´¨¶¨¥­²:

1� R
2
adj =

N � 1

N � k
(1 � R

2);
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ª®²®°»© ¤ «¥¥ ¨±¯®«¼§®¢ ²¼±¿ ­¥ ¡³¤¥². �¡¥¤¨²¥«¼­®£® ®¡º¿±­¥-

­¨¿ ¨¬¥­­® ² ª®© ´®°¬³«» ¤«¿ R2
adj ¬» ­¥ ­ ¸«¨.

� ¨¡®«¥¥ ¢ ¦­»¬ ¯°¨¬¥­¥­¨¥¬ ª®½´´¨¶¨¥­²  ¤¥²¥°¬¨­ ¶¨¨

¿¢«¿¥²±¿ ¨±¯®«¼§®¢ ­¨¥ ¥£® ¯°¨ ²¥±²¨°®¢ ­¨¨ §­ ·¨¬®±²¨ °¥£°¥±-

±¨®­­®© ¬®¤¥«¨ ¢ ¶¥«®¬ | ¯°¨ ¯°®¢¥°ª¥ £¨¯®²¥§» H0 : �2 = � � � =
�k = 0. �¯¨¸¥¬ ½²® ¯°¨¬¥­¥­¨¥ ¡®«¥¥ ¯®¤°®¡­®.

� ª ³¦¥ ¡»«® ®²¬¥·¥­® ¢»¸¥, ® ¬ «®© §­ ·¨¬®±²¨ °¥£°¥±-

±¨¨ ±¢¨¤¥²¥«¼±²¢³¾² ¬ «»¥ §­ ·¥­¨¿ R2. �±² ¥²±¿ (¯°¥¤¯®« £ ¿

®¸¨¡ª¨ ­®°¬ «¼­® ° ±¯°¥¤¥«¥­­»¬¨) ±¢¿§ ²¼ ± R2 ®¤­® ¨§ ²° ¤¨-

¶¨®­­»µ ¸ ¡«®­­»µ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨©. �®°¬³«» (2.18) ¯®§¢®«¿¾²

±¤¥« ²¼ ½²® ¡¥§ ²°³¤ . �¥©±²¢¨²¥«¼­®,

R
2 =

ŷ
0

ŷ

y
0

y
; 1 � R

2 =
"̂
0

"̂

y
0

y
:

�¥«¿ ¯¥°¢®¥ ° ¢¥­±²¢® ­  ¢²®°®¥, ¯®«³· ¥¬

R
2

1 � R2
=

ŷ
0

ŷ

"̂
0

"̂
=

ŷ
0

ŷ=�
2

"̂
0

"̂=�2
: (2.19)

�°¨ ½²®¬ ¤«¿ ¬®¤¥«¨ ± ­®°¬ «¼­® ° ±¯°¥¤¥«¥­­»¬¨ ®¸¨¡ª ¬¨ ·¨-

±«¨²¥«¼ ¨ §­ ¬¥­ ²¥«¼ ¯®±«¥¤­¥© ¤°®¡¨ ­¥§ ¢¨±¨¬» ¨ ° ±¯°¥¤¥-

«¥­» ¯® § ª®­³ �
2. �¥©±²¢¨²¥«¼­®, ¬» ³¦¥ ¯°®¢¥°¿«¨ ¢ ¯ ° -

£° ´¥ 2.7 ­¥§ ¢¨±¨¬®±²¼ �̂ ¨ "̂, ®²ª³¤  ±«¥¤³¥² ­¥§ ¢¨±¨¬®±²¼ ŷ

¨ "̂,  , ²¥¬ ± ¬»¬, ¨ ¦¥« ¥¬ ¿ ­¥§ ¢¨±¨¬®±²¼ ·¨±«¨²¥«¿ ¨ §­ ¬¥-

­ ²¥«¿. � ¬ ¦¥ ³±² ­®¢«¥­®, ·²® "̂
0

"̂=�
2 ° ±¯°¥¤¥«¥­  ¯® § ª®­³

�
2
N�k. �±² ¥²±¿ ° §®¡° ²¼±¿ ± ·¨±«¨²¥«¥¬.

� ¬¥²¨¬ ±­ · « , ·²® ±®£« ±­® ´®°¬³«¥ (2.17)

ŷ = �̂2x2 + � � �+ �̂kxk;

² ª ·²® Eŷ = �2x2 + � � �+ �kxk. �®±«¥¤­¥¥ ¢»° ¦¥­¨¥ ° ¢­® ­³«¾

¢ ¯°¥¤¯®«®¦¥­¨¨ ±¯° ¢¥¤«¨¢®±²¨ H0. �°®¬¥ ²®£®, ®·¥¢¨¤­®, ¢¥ª-

²®° ŷ ­®°¬ «¼­® ° ±¯°¥¤¥«¥­. �»·¨±«¨¬, ±­®¢  ¢ ¯°¥¤¯®«®¦¥­¨¨

±¯° ¢¥¤«¨¢®±²¨ H0, ¥£® ¬ ²°¨¶³ ª®¢ °¨ ¶¨©

cov(ŷ) = E(ŷŷ
0

):
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�³¤¥¬ ¯°¨ ½²®¬ ¨±¯®«¼§®¢ ²¼ ®¡®§­ ·¥­¨¥ P(2) = x(x
0

x)�1x
0

¢ ¤³µ¥

¯ ° £° ´  2.9. �¥®¬¥²°¨·¥±ª¨© ±¬»±« ¬ ²°¨¶» P(2) ´ ª²¨·¥±ª¨

³¦¥ ¡»« ¯®«³·¥­ ¢ 2.9 | ½²®| ¬ ²°¨¶  ¯°®¥ª²¨°®¢ ­¨¿ ­  (k�1)-
¬¥°­®¥ ¯®¤¯°®±²° ­±²¢® ¢ L(X1; : : : ; Xk), ±®±²®¿¹¥¥ ¨§ ¢¥ª²®°®¢,

®°²®£®­ «¼­»µ X1 = 1!.

� ¬¥²¨¬ ¥¹¥, ·²® ±®£« ±­® ´®°¬³« ¬ (2.17) ¨ (2.16) ¨§ x2.9

ŷ = x�̂(2) = x(x
0

x)�1x
0

y = P(2)y:

�°®¬¥ ²®£®,

y � Ey = (Y � EY )� ( �Y �E �Y )! = "� (�")!:

�¥£ª® ±®®¡° §¨²¼, ·²® P(2)(�")
! = 0. �®½²®¬³

cov(ŷ) = E[P(2)(" � (�")!)("� (�")!)
0

P(2)] =

= E[P(2)""
0

P(2)] = P(2)E[""
0

]P(2) = �
2
P(2):

�¥¯¥°¼ ³²¢¥°¦¤¥­¨¥ ® ²®¬, ·²® ¢¥«¨·¨­  ŷ
0

ŷ=�
2 ° ±¯°¥¤¥«¥­  ¯®

§ ª®­³ �2
k�1, ¤®ª §»¢ ¥²±¿ ²¥¬ ¦¥ ° ±±³¦¤¥­¨¥¬, ·²® ¨  ­ «®£¨·-

­®¥ ³²¢¥°¦¤¥­¨¥ ¤«¿ "̂
0

"̂=�
2 ¢ ¯ ° £° ´¥ 2.7 (­ ¯®¬­¨¬, ·²® ¬»

° ±±³¦¤ ¥¬ ¢ ¯°¥¤¯®«®¦¥­¨¨ ±¯° ¢¥¤«¨¢®±²¨ £¨¯®²¥§» H0, ² ª

·²® Eŷ = 0).

�®§¢° ¹ ¿±¼, ­ ª®­¥¶, ª (2.19), § ª«¾· ¥¬, ·²® ¤°®¡¼

R
2
=(k � 1)

(1� R2)=(N � k)
=

N � k

k � 1

R
2

1 � R2

¨¬¥¥² ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ �¨¸¥°  Fk�1;N�k. �±² ¥²±¿ ¢§¿²¼ ­³¦­³¾

¯°®¶¥­²­³¾ ²®·ª³ F-° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ ¨ § ´¨ª±¨°®¢ ²¼ ª°¨²¨·¥-

±ª³¾ ®¡« ±²¼ ²¥±²  ¢¨¤ 

R
2

1 � R2
� const:

�¯° ¦­¥­¨¥. �±¯®«¼§³¿ ¡«®·­³¾ °¥£°¥±±¨¾ ®¡¹¥£® ¢¨¤ , ®¡®¡-

¹¨²¼ ¯°®¢¥¤¥­­®¥ ° ±±³¦¤¥­¨¥ ¨ ¤®ª § ²¼, ·²®, ¢ ¯°¥¤¯®«®¦¥­¨¨
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±¯° ¢¥¤«¨¢®±²¨ £¨¯®²¥§» �(2) = 0, ¤°®¡¼

(R2 � R
2
(1))=k2

(1� R2)=(N � k)
=
("̂

0

(1)"̂(1) � "̂
0

"̂)=k2

"̂
0

"̂=(N � k)

¨¬¥¥² ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¥ �¨¸¥°  Fk2;N�k.

2.11 �­¤¨ª ²®°­»¥ ¢¥«¨·¨­» ¢ «¨­¥©­®© ¬®¤¥«¨

�­¤¨ª ²®°­»¬¨ ¨«¨ ±¨£­ «¼­»¬¨ ¬» ­ §»¢ ¥¬ ¢¥«¨·¨­», ¯°¨-

­¨¬ ¾¹¨¥ ²®«¼ª® ¤¢  §­ ·¥­¨¿ | 0 ¨ 1 ( ­£«¨©±ª¨© ²¥°¬¨­ |

dummy; ¢ °³±±ª®¿§»·­»µ ²¥ª±² µ ¬®¦­® ¢±²°¥²¨²¼ ª° ©­¥ ­¥-

³¤ ·­»© ¯¥°¥¢®¤ "´¨ª²¨¢­ ¿" | ¨ ­¥¢¥°­® ¯® ±³²¨, ¨ ¡¥±±¬»-

±«¥­­®). �¥«¨·¨­» ² ª®£® ±®°²  ¯®¿¢«¿¾²±¿ ¢® ¬­®£¨µ ±«³· ¿µ,

ª®£¤  ­¥®¤­®°®¤­®±²¼ ½¬¯¨°¨·¥±ª¨µ ¤ ­­»µ ¨¬¥¥² "£°³¯¯®¢®©"

µ ° ª²¥°, ¨ ¬» ¯»² ¥¬±¿ ³·¥±²¼ ¥¥, ­¥ ¢»µ®¤¿ §  ° ¬ª¨ ª« ±±¨-

·¥±ª®© ¬®¤¥«¨. � ±±¬®²°¨¬ ­¥±ª®«¼ª® ±² ­¤ °²­»µ ¯°¨¬¥°®¢.

�°¨¬¥° 1. �­¤¨ª ²®° ¢®¥­­®£® ¢°¥¬¥­¨. �±«¨ ½¬¯¨°¨·¥±ª¨¥ ¤ ­­»¥

¯°¥¤±² ¢«¿¾² ±®¡®© ¢°¥¬¥­­®© °¿¤ (­ ¯°¨¬¥°, £®¤¨·­»¥

¤ ­­»¥), ¢ª«¾· ¾¹¨©, ±ª ¦¥¬, ¯®ª § ²¥«¨, ®²­®±¿¹¨¥±¿

ª ¯°®¬¥¦³²ª³ ¬¥¦¤³ ¤¢³¬¿ ¬¨°®¢»¬¨ ¢®©­ ¬¨, ª ¯¥°¨-

®¤³ ¢²®°®© ¬¨°®¢®© ¢®©­» ¨ ª ¯®±«¥¢®¥­­®¬³ ¯¥°¨®¤³,

²® ¬®¦¥² ®ª § ²¼±¿ ¢ ¦­»¬ ¢»¤¥«¥­¨¥ ¢®¥­­®£® ¢°¥¬¥­¨.

�²® ¬®¦­® ±¤¥« ²¼ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬. � ±±¬®²°¨¬ ¨­-

¤¨ª ²®°­³¾ ¢¥«¨·¨­³ I , ¯°¨­¨¬ ¾¹³¾ §­ ·¥­¨¥ Ii = 1

¤«¿ ¢®¥­­»µ «¥², ¨ §­ ·¥­¨¥ Ii = 0 ¤«¿ ®±² «¼­»µ. �

¥¥ ¯®¬®¹¼¾ ª ¦¤»© °¥£°¥±±®° Xj, ¤«¿ ª®²®°®£® ° §«¨-

·¨¿ ¬¨°­®£® ¨ ¢®¥­­®£® ¢°¥¬¥­¨ ª ¦³²±¿ ­ ¬ ±³¹¥±²¢¥­-

­»¬¨, ¯®°®¦¤ ¥² ¯ °­³¾ ¢¥«¨·¨­³ IXj, ª®²®° ¿ ¢ª«¾· -

¥²±¿ ¢ «¨­¥©­³¾ ¬®¤¥«¼ ±® ±¢®¨¬ ª®½´´¨¶¨¥­²®¬ 
j . � -

ª¨¬ ®¡° §®¬, ¬®¤¥«¼ ¢ª«¾· ¥² ±« £ ¥¬»¥ �jXj ¨ 
jIXj,

ª®²®°»¥ ³·¨²»¢ ¾² ° §«¨·¨¿ ¬¨°­®£® ¨ ¢®¥­­®£® ¢°¥-

¬¥­¨ ­  ³°®¢­¥ ª®½´´¨¶¨¥­²®¢. �«¿ ¬¨°­»µ «¥² ¢ ¬®¤¥«¨
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¯°¨±³²±²¢³¥² ±« £ ¥¬®¥ �jXj,   ¤«¿ ¢®¥­­»µ | ±« £ ¥¬®¥

(�j+
j)Xj. �¥¬ ± ¬»¬, ­¥ª®²®°»¬ ®¡° §®¬ ¯®ª § ²¥«¼ Xj

"¯¥°¥ª«¾· ¥²±¿" ± ®¤­®£® °¥¦¨¬  ­  ¤°³£®©.

�°¨¬¥° 2. �¥§®­­»¥ ª®«¥¡ ­¨¿. �­ «®£¨·­® ¯°¨¬¥°³ 1 ¬®¦­® ³·¥±²¼

ª®«¥¡ ­¨¿ ª®½´´¨¶¨¥­²®¢ ¯® ¬¥±¿¶ ¬ ¨«¨ ¤°³£¨¬ ¥±²¥-

±²¢¥­­»¬ ¯¥°¨®¤ ¬. �«¿ ª ¦¤®£® ¬¥±¿¶  ¬®¦­® ¢¢¥-

±²¨ ±¢®© ¨­¤¨ª ²®°:I1; I2; : : : ; I12 �® ®·¥¢¨¤­»¬ ¯°¨·¨­ ¬

±³¬¬  ½²¨µ ¤¢¥­ ¤¶ ²¨ ¨­¤¨ª ²®°®¢ ²®¦¤¥±²¢¥­­® ° ¢­ 

¥¤¨­¨¶¥, ² ª ·²® ®­¨ «¨­¥©­® § ¢¨±¨¬». �®½²®¬³, ¢¢®¤¿

¢¥«¨·¨­» I1Xj; : : : ; I12Xj, ¬» ¤®«¦­» ®¯³±²¨²¼ ¨±µ®¤­³¾

¢¥«¨·¨­³ Xj. �®­¥·­®, ¢ ¯°¨¬¥°¥ 1 ¬®¦­® ¡»«® ¡» ¯®±²³-

¯¨²¼  ­ «®£¨·­»¬ ®¡° §®¬.

�¡¹ ¿ ·¥°²  ° ±±¬®²°¥­­»µ ¯°¨¬¥°®¢ | ¬®¬¥­²» ¯¥°¥ª«¾·¥-

­¨¿ °¥¦¨¬®¢ ¨§¢¥±²­». � ¯°¨¬¥°¥ 1 ½²® ­¥ ¢¯®«­¥ ®·¥¢¨¤­®,

². ª. ®¯°¥¤¥«¥­­»¥ ´ ª²®°» ¬®£³² ¨¬¥²¼ ¯®±«¥¤¥©±²¢¨¥. �®-

¯»²ª¨ ®¡®¡¹¥­¨¿ ¢»¢¥«¨ ¡» ­ ± §  ° ¬ª¨ ª« ±±¨·¥±ª®© ¬®¤¥«¨,

¨ ¬» ­¥ ¡³¤¥¬ ±¥©· ± ¨µ ®¡±³¦¤ ²¼.

�¨±ª°¥²­»¥ ¢¥«¨·¨­» ¡®«¥¥ ·¥¬ ± ¤¢³¬¿ §­ ·¥­¨¿¬¨, ®¡®¡¹ ¾-

¹¨¥ ¨­¤¨ª ²®°», ¯° ª²¨·¥±ª¨ ­¥ ¨±¯®«¼§³¾²±¿, ². ª. ¨µ ³¤®¡­¥¥

§ ¬¥­¿²¼ ¡®«¥¥ ¯°®±²»¬¨ ¨­¤¨ª ²®° ¬¨, ³¢¥«¨·¨¢ ¿ ¯°¨ ­¥®¡µ®-

¤¨¬®±²¨ ¨µ ·¨±«® (ª ª ¢ ¯°¨¬¥°¥ 2). �»¨£°»¸  ¢ ·¨±«¥ ¯ ° ¬¥-

²°®¢, § ¬¥­¿¿ ®¤¨­ ±¯®±®¡ ¤°³£¨¬, ­¥ ¤®¡¨²¼±¿.

� ª ·¥±²¢¥ ¨««¾±²° ¶¨¨ ¨±¯®«¼§®¢ ­¨¿ ¨­¤¨ª ²®°­»µ ¢¥«¨·¨­

° ±±¬®²°¨¬ ² ª ­ §»¢ ¥¬»© ²¥±² Chow ¯°®¢¥°ª¨ ±®¢¯ ¤¥­¨¿ ¬®-

¤¥«¥©. �°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ¬» ¨¬¥¥¬ ¤¥«® ± ¤¢³¬¿ ±¥°¨¿¬¨ ¨§ N1 ¨

N2 ®¤­®²¨¯­»µ ­ ¡«¾¤¥­¨©:

Y(1) = X(1)�(1) + "(1); Y(2) = X(2)�(2) + "(2):

�¤­®²¨¯­®±²¼ ¯®­¨¬ ¥²±¿ ª ª ±®¢¯ ¤¥­¨¥ ¬­®¦¥±²¢ °¥£°¥±±®°®¢

¢ ¤¢³µ ±¥°¨¿µ (¢ ±®¤¥°¦ ²¥«¼­®¬ ±¬»±«¥ | ¥±«¨ ¢ ¯¥°¢®© ±¥°¨¨

X2 | ¯°®¶¥­²­ ¿ ±² ¢ª , ²® ¨ ¢® ¢²®°®© ±¥°¨¨ X2 | ¯°®¶¥­²-

­ ¿ ±² ¢ª ). �³¤¥¬ ¯°¥¤¯®« £ ²¼ ² ª¦¥, ·²® ¤¨±¯¥°±¨¨ ®¸¨¡®ª
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®¤¨­ ª®¢» (½²® ¯°¥¤¯®«®¦¥­¨¥, ¢®®¡¹¥ £®¢®°¿, ±®¬­¨²¥«¼­®, ­®

®²ª § ®² ­¥£® ±­®¢  ¢»¢¥¤¥² ­ ± §  ° ¬ª¨ ª« ±±¨·¥±ª®© ¬®¤¥«¨,

¨ ¯®²®¬³ ½²® ®¡®¡¹¥­¨¥ ±¥©· ± ®¡±³¦¤ ²¼±¿ ­¥ ¡³¤¥²). � ±±¬®-

²°¨¬ ¯°®¢¥°ª³ £¨¯®²¥§» �(1) = �(2). �«¿ ½²®£® ¢¢¥¤¥¬ ¨­¤¨ª ²®°

¢²®°®© ±¥°¨¨ I ¨ ° ±¬®²°¨¬ ®¡º¥¤¨­¥­­³¾ ±¨±²¥¬³ ¤ ­­»µ

Y =

0
@ Y(1)

Y(2)

1
A ; X =

0
@ X(1) IX(1)

X(2) IX(2)

1
A =

0
@ X(1) 0

X(2) X(2)

1
A :

�®®²¢¥²±²¢³¾¹ ¿ ±¯¥¶¨´¨ª ¶¨¿ ¨¬¥¥² ¢¨¤

Y = X
 + ";

£¤¥

" =

0
@ "(1)

"(2)

1
A ; 
 =

0
@ �(1)

�(2) � �(1)

1
A :

� ¸  £¨¯®²¥§  �(1) = �(2), ¨«¨, ½ª¢¨¢ «¥­²­®, 
(2) = 0, ¨¬¥¥² ¢¨¤,

®¡±³¦¤ ¢¸¨©±¿ ° ­¥¥, ¨ ¯°®¢¥°¿¥²±¿ (½²® ¨ ¥±²¼ ²¥±² Chow) ±

¨±¯®«¼§®¢ ­¨¥¬ ° ±¯°¥¤¥«¥­¨¿ Fk;N1+N2�2k | ±¬. ³¯° ¦­¥­¨¥ ¢

ª®­¶¥ ¯ ° £° ´  2.10. �°¨ ½²®¬ ª®½´´¨¶¨¥­² ¤¥²¥°¬¨­ ¶¨¨R2 ¨

¢¥ª²®° ®±² ²ª®¢ "̂ ¢»·¨±«¿¾²±¿ ¯® ¯®«­®© °¥£°¥±±¨®­­®© ¬ ²°¨¶¥

X ,   ª®½´´¨¶¨¥­² ¤¥²¥°¬¨­ ¶¨¨ R2
(1) ¨ ¢¥ª²®° ®±² ²ª®¢ "̂(1) | ¯®

³¬¥­¼¸¥­­®© (restricted) ¬ ²°¨¶¥

Xrestr =

0
@ X(1)

X(2)

1
A :

2.12 � ¬¥· ­¨¿ ® ±¯¥¶¨´¨ª ¶¨¨ ¬®¤¥«¨

�  ¯° ª²¨ª¥ ¨±±«¥¤®¢ ²¥«¼ ¢»¡¨° ¥² ±¯¥¶¨´¨ª ¶¨¾ ¬®¤¥«¨.

�¤¥« ²¼ ±° §³ ®ª®­· ²¥«¼­»© ¢»¡®°, ª ª ¯° ¢¨«®, ­¥ ³¤ ¥²±¿.
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� ª, ¥±«¨ °¥·¼ ¨¤¥² ® ¯°®£­®§¨°®¢ ­¨¨ ±¯°®±  ­  ¤¥¯®§¨²­»¥

±¥°²¨´¨ª ²», ¬®¦­® ¯°¥¤¯®« £ ²¼, ·²® ±°¥¤¨ °¥£°¥±±®°®¢ ®ª -

¦³²±¿ ±² ¢ª  ¯°®¶¥­²  ¯® ½²¨¬ ±¥°²¨´¨ª ² ¬, ±² ¢ª  ¯°®¶¥­² 

¯® ª ª¨¬-«¨¡® ª®­ª³°¨°³¾¹¨¬ ¶¥­­»¬ ¡³¬ £ ¬ ¨ ². ¤. � ³¢¥-

°¥­­®±²¼¾ ¢ª«¾· ²¼ ¨«¨ ­¥ ¢ª«¾· ²¼ ²®² ¨«¨ ¨­®© °¥£°¥±±®° ¢

¬®¤¥«¼ ¢°¿¤ «¨ ¢®§¬®¦­®. �®½²®¬³ ° ±±¬ ²°¨¢ ¾²±¿ ° §«¨·­»¥

¢ °¨ ­²» ¬®¤¥«¨, ± ²¥¬ ·²®¡» ¢ ª®­¥·­®¬ ¨²®£¥ ®±² ­®¢¨²¼±¿ ­ 

®¤­®¬ ¨§ ­¨µ. � ¯°¨¬¥°¥ ± ¤¥¯®§¨²­»¬¨ ±¥°²¨´¨ª ² ¬¨ ¬®¦­®

¯®¯»² ²¼±¿ ³·¥±²¼, ±ª ¦¥¬, ° §­®±²¼ ¬¥¦¤³ ±² ¢ª ¬¨ ¯°®¶¥­² 

¯® ª° ²ª®±°®·­»¬ ¨ ¤®«£®±°®·­»¬ ¢«®¦¥­¨¿¬. �® ¶¥«¥±®®¡° §­®

«¨ ½²® | ¿¢«¿¥²±¿ «¨ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨© ´ ª²®° ±³¹¥±²¢¥­­»¬

(±² ²¨±²¨·¥±ª¨ §­ ·¨¬»¬)? �²¢¥²» ­  ¯®¤®¡­»¥ ¢®¯°®±» ¬®¦­®

¯®«³·¨²¼ ²®«¼ª® ¯®±«¥  ­ «¨§  ½¬¯¨°¨·¥±ª¨µ ¤ ­­»µ ¨ ±° ¢­¥­¨¿

° §­»µ ¬®¤¨´¨ª ¶¨© ¬®¤¥«¨. �°¨ ½²®¬ ¬®¦¥² ®ª § ²¼±¿, ·²® ­¥-

ª®²®°»¥ °¥£°¥±±®°» | «¨¸­¨¥,   ­¥ª®²®°»¥, ­ ®¡®°®², ¯°®¯³-

¹¥­». �» ®¡±³¤¨¬ ¢ ½²®¬ ¯ ° £° ´¥ · ±²¼ ¯®¤®¡­»µ ¢®¯°®±®¢,

±¢¿§ ­­»µ ± ¢»¡®°®¬ ±¯¥¶¨´¨ª ¶¨¨ ¬®¤¥«¨.

� ·­¥¬ ± § ¬¥· ­¨© ª®­¶¥¯²³ «¼­®-´¨«®±®´±ª®£® µ ° ª²¥° .

� ª ¯®­¨¬ ²¼ ¢»±ª §»¢ ­¨¥ ® ²®¬, ·²® ¤ ­­ ¿ ¬®¤¥«¼ ¯° ¢¨«¼­ 

(true model)? � ±³¹¥±²¢³¥² «¨ ¢®®¡¹¥ ² ª®¢ ¿? �®¯°®±» "¢§ ¨-

¬®®²­®¸¥­¨©" ¬¥¦¤³ ¬®¤¥«¼¾ ¨ ¬®¤¥«¨°³¥¬»¬ ¿¢«¥­¨¥¬ ¤®±² -

²®·­® ¤¥«¨ª ²­». �¡±³¦¤ ¥¬»¥ ­ ¬¨ «¨­¥©­»¥ °¥£°¥±±¨®­­»¥

¬®¤¥«¨ ¢ª«¾· ¾² ±²®µ ±²¨·¥±ª³¾ ®¸¨¡ª³ ", ª®­¶¥­²°¨°³¾¹³¾

¢ ±¥¡¥ ¢±¾ ±®¢®ª³¯­®±²¼ ­¥³·²¥­­»µ ´ ª²®°®¢, ¨ ¯®²®¬³ ¢ ± ¬�®¬

«¨­¥©­®¬ ¯°¥¤±² ¢«¥­¨¨ Y = X�+" ¥¹¥ ­¥² ¯®²¥­¶¨ «¼­»µ ²°³¤-

­®±²¥©. �°®¡«¥¬» ¯®¿¢«¿¾²±¿, ª®£¤  ¬» ­ ·¨­ ¥¬ ¯®±²³«¨°®¢ ²¼

ª ª¨¥-«¨¡® ±¢®©±²¢  ±²®µ ±²¨·¥±ª®© ®¸¨¡ª¨. �°®¢¥°¨²¼ (²¥±²¨-

°®¢ ²¼) ¯®±²³«¨°³¥¬»¥ ±¢®©±²¢  ³¤ ¥²±¿ ­¥ ¢±¥£¤ , ­ ¤¥¦­®±²¼

±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥£® ¢»¢®¤  ¬®¦¥² ¡»²¼ ­¥¢»±®ª®©. � ¤¥¦­»© ¦¥

¢»¢®¤, ±ª®°¥¥ ¢±¥£®, ®ª ¦¥²±¿ ®²°¨¶ ²¥«¼­»¬. � ª¨¬ ®¡° §®¬,

¯°¥¤±² ¢«¥­¨¥ ® ²®¬, ·²® ¨¬¥¥²±¿ ­¥ª®²®° ¿ "¯° ¢¨«¼­ ¿" ¬®¤¥«¼,

¿¢«¿¥²±¿ (¥¹¥ ®¤­®©) ¨¤¥ «¨§ ¶¨¥©, ¯®¿¢«¿¾¹¥©±¿ ¢ ¯°®¶¥±±¥ ¬®-
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¤¥«¨°®¢ ­¨¿. � ½²®¬ ¯ ° £° ´¥ ¬» ²®«¼ª® ­ ·¨­ ¥¬ ®¡±³¦¤¥-

­¨¥ ¯°®¡«¥¬ ±¯¥¶¨´¨ª ¶¨¨, ¯®½²®¬³ ¡³¤¥¬, ¢±¥-² ª¨, ±·¨² ²¼, ·²®

"¯° ¢¨«¼­³¾" ¬®¤¥«¼ ¬®¦­® ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ±¥¡¥, ¨ ¤«¿ ­¥¥ ¢»¯®«-

­¥­» ª« ±±¨·¥±ª¨¥ ¯°¥¤¯®«®¦¥­¨¿.

�³¤¥¬ § ¯¨±»¢ ²¼ ¯° ¢¨«¼­³¾ ¬®¤¥«¼ ¢ ¢¨¤¥

Y = Xt�t + "t; (2.20)

§¤¥±¼ ¨­¤¥ª± t ¿¢«¿¥²±¿ ±®ª° ¹¥­¨¥¬ ®² true. �®¬¨¬® ¬®¤¥«¨

(2.20), ¨¬¥¾¹¥© ²®«¼ª® ³¬®§°¨²¥«¼­»© µ ° ª²¥°, ¨±±«¥¤®¢ ²¥«¼

¨¬¥¥² ¤¥«® ± ´ ª²¨·¥±ª®© ±¯¥¶¨´¨ª ¶¨¥© Y = X� + ", ª®²®° ¿

¬¥­¿¥²±¿ ¢ ¯°®¶¥±±¥ ° ¡®²».

� ±±¬®²°¨¬ ±­ · «  ®²­®±¨²¥«¼­® ¡¥§®¡¨¤­»© (ª ª ¡³¤¥²

¢¨¤­® ¤ «¼¸¥) ±«³· ©, ª®£¤  ¢ ±¯¥¶¨´¨ª ¶¨¾ ¢ª«¾·¥­» ¤®¯®«-

­¨²¥«¼­»¥ ("«¨¸­¨¥") °¥£°¥±±®°», ² ª ·²®

X = (Xt; Xc);

¨

Y = Xt�(1) +Xc�(2) + ";

£¤¥ �(1) ¨ �(2) | · ±²¨·­»¥ ¢¥ª²®°» ª®½´´¨¶¨¥­²®¢. �²¬¥²¨¬,

·²® ¯° ¢¨«¼­ ¿ ¬®¤¥«¼ ¯®«³· ¥²±¿ ¯°¨ �(2) = 0, ­® ­ ¬ ½²® ­¥¨§-

¢¥±²­®. �», ­ ¤® ¤³¬ ²¼, ±·¨² ¥¬, ·²® ¢¥ª²®° �, ¯®¤° §³¬¥¢ ¥-

¬»© ­ ¸¥© ±¯¥¶¨´¨ª ¶¨¥©, ¨ ¥±²¼ ¯° ¢¨«¼­»© ¢¥ª²®° ª®½´´¨¶¨-

¥­²®¢ �t, ·²® ­¥ ±®¢±¥¬ ²®·­® (®­¨ ¨¬¥¾² ° §­»¥ ° §¬¥°­®±²¨),

¨ ·²® ¢¥ª²®° ®¸¨¡®ª " ¥±²¼ ¯° ¢¨«¼­»© ¢¥ª²®° ®¸¨¡®ª "t | ½²®

¯®µ®¦¥ ­  ¨±²¨­³, ¢¯°®·¥¬, ± ®£®¢®°ª®©, ·²® ®¸¨¡ª¨ ¢±¥-² ª¨ ­¥

­ ¡«¾¤ ¥¬».

� ¯° ª²¨·¥±ª®© ²®·ª¨ §°¥­¨¿ ¬» ¬®¦¥¬ ®¶¥­¨²¼ ª®½´´¨¶¨-

¥­²» � ­ ¸¥© ±¯¥¶¨´¨ª ¶¨¨ ±² ­¤ °²­»¬ ®¡° §®¬, ². ¥. ­ ©²¨

¯® ¢»¡®°ª¥ ¨µ ®¶¥­ª¨ �̂,   ² ª¦¥ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ®±² ²ª¨ "̂. � 

± ¬®¬-²® ¤¥«¥ ­ ¸  ±¯¥¶¨´¨ª ¶¨¿ ®¸¨¡®·­  (²®·­¥¥, ¨§¡»²®·­ ),

² ª ·²® ² ª®¢» ¦¥ ¨ ¢»° ¦¥­¨¿ ¤«¿ �̂ ¨ "̂. �®·­¥¥, · ±²¨·­»© ¢¥ª-

²®° �̂(1) ®¶¥­¨¢ ¥² ¢¥ª²®° �t ¯° ¢¨«¼­»µ ª®½´´¨¶¨¥­²®¢,   �̂(2)
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"®¶¥­¨¢ ¥²" ­³«¥¢®© ¢¥ª²®°. �°¨ ®¡±³¦¤¥­¨¨ ¡«®·­®© °¥£°¥±±¨¨

¢ ¯ ° £° ´¥ 2.9 ¬» ¯®«³·¨«¨ ´®°¬³«» (2.15), ¨§ ª®²®°»µ ±«¥¤³¥²

�̂(2) = (X
0

cP
?

t Xc)
�1
X

0

cP
?

t Y = (X
0

cP
?

t Xc)
�1
X

0

cP
?

t "t;

�̂(1) = �t + (X
0

tP
?

c Xt)
�1
X

0

tP
?

c "t:

�²¨ ®¶¥­ª¨ ­¥±¬¥¹¥­­»¥ |

E�̂(1) = �t; E�̂(2) = 0;

­® ­¥¯° ¢¨«¼­»© ¢»¡®° ±¯¥¶¨´¨ª ¶¨¨ ¯°¨¢¥« ª ¯®²¥°¥ ¢ ½´´¥ª-

²¨¢­®±²¨:

cov(�̂(1)) = �
2(X

0

tP
?

c Xt)
�1 � �

2(X
0

tXt)
�1 = cov(�̂t);

cov(�̂(2)) = �
2(X

0

cP
?

t Xc)
�1 � 0 = cov(0):

�¥°¢®¥ ­¥° ¢¥­±²¢® ¢»²¥ª ¥² ¨§ ²®£®, ·²®

X
0

tXt �X
0

tP
?

c Xt = X
0

tPcXt � 0;

  ¢²®°®¥ | ± ¬®®·¥¢¨¤­®.

�´´¥ª²¨¢­®±²¼ | ½²® ¢ ¦­®¥ ±¢®©±²¢®, ² ª ·²® §«®³¯®²°¥-

¡«¿²¼ ¢ª«¾·¥­¨¥¬ ¢ ¬®¤¥«¼ «¨¸­¨µ °¥£°¥±±®°®¢ ­¥ ±«¥¤³¥². �»-

¿¢¨²¼ ­ «¨·¨¥ ¨µ ¯®¬®¦¥² ¯°®¢¥°ª  £¨¯®²¥§» ¢¨¤  �̂(2) = 0 | ®­ 

®¡±³¦¤ « ±¼ ¢ ¯ ° £° ´¥ 2.10.

� ±±¬®²°¨¬ ²¥¯¥°¼ ®¶¥­ª³ ¤¨±¯¥°±¨¨ �
2
t ¢ ° ¬ª µ ¢»¡° ­­®©

±¯¥¶¨´¨ª ¶¨¨. � ª®© ®¶¥­ª®© ¿¢«¿¥²±¿

s
2 = "̂

0

"̂=(N � k);

£¤¥ k = k1+k2 | ¯®«­®¥ ·¨±«® ª®½´´¨¶¨¥­²®¢. �­ , ¥±²¥±²¢¥­­®,

®²«¨· ¥²±¿ ®²

s
2
t = "̂

0

t"̂t=(N � k1);

­®, ª ª ½²® ­¨ ¯ ° ¤®ª± «¼­®, ®¡¥ ®¶¥­ª¨ s
2
t ¨ s

2 ¿¢«¿¾²±¿ ­¥±¬¥-

¹¥­­»¬¨. �²® ±«¥¤³¥² ¨§ ®¡¹¨µ ±®®¡° ¦¥­¨© | ®¡¥ ®­¨ ¯®«³· -

¾²±¿ ®¤­®© ¨ ²®© ¦¥ ¯°®¶¥¤³°®©, ²®«¼ª® ¢ ° §­»µ ±¯¥¶¨´¨ª ¶¨¿µ.
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�¥°¢ ¿ | ¢ ¯° ¢¨«¼­®© ±¯¥¶¨´¨ª ¶¨¨ (2.20),   ¢²®° ¿ | ¢ ´ ª-

²¨·¥±ª¨ ¢»¡° ­­®©. �²¬¥²¨¬, ¢¯°®·¥¬, ·²® ­¥±¬¥¹¥­­®±²¼ s
2

¬®¦­® ¯°®¢¥°¨²¼ ¨ ­¥¯®±°¥¤±²¢¥­­®, ¨±¯®«¼§³¿ ­¥±«®¦­® ¯°®¢¥-

°¿¥¬»¥ ±®®²­®¸¥­¨¿

"̂t = P
?

t Y = P
?

t Xc�̂(2) + "̂;

"̂
0

t"̂t = "̂
0

"̂+ �̂
0

(2)X
0

cP
?

t Xc�̂(2);

E[�̂
0

(2)X
0

cP
?

t Xc�̂(2)] = �
2
t k2:

�®±ª®«¼ª³ ®¶¥­ª¨ ° §«¨· ¾²±¿,   s2t ¢ ¬®¤¥«¨ ± ­®°¬ «¼­® ° ±¯°¥-

¤¥«¥­­»¬¨ ®¸¨¡ª ¬¨ | ½´´¥ª²¨¢­ ¿ ­¥±¬¥¹¥­­ ¿ ®¶¥­ª  (±¬.

¯ ° £° ´ 2.7), ¨ §¤¥±¼ ¯°®¨±µ®¤¨² ¯®²¥°¿ ¢ ½´´¥ª²¨¢­®±²¨.

�¥°¥©¤¥¬ ²¥¯¥°¼ ª ¡®«¥¥ ¯¥· «¼­®© ±¨²³ ¶¨¨, ª®£¤  ¢»¡° ­-

­ ¿ ±¯¥¶¨´¨ª ¶¨¿ ­¥ ¢ª«¾· ¥² · ±²¼ °¥£°¥±±®°®¢ ¨§ ¯° ¢¨«¼­®©

¬®¤¥«¨, ².¥. Xt = (X;Xc). �¥¯¥°¼ ¢¥ª²®° �t ¯° ¢¨«¼­»µ ª®½´-

´¨¶¨¥­²®¢ ° §¡¨¢ ¥²±¿ ­  ¤¢  ¯®¤¢¥ª²®°  �t(1) ¨ �t(2) 6= 0. �®½´-

´¨¶¨¥­²» �t(1) ®²¢¥· ¾² °¥£°¥±±®° ¬, ¢ª«¾·¥­­»¬ ¢ ­ ¸³ ±¯¥¶¨-

´¨ª ¶¨¾ Y = X� + ". �¶¥­ª¨ �̂, ª®²®°»¥ ¬» ¬®¦¥¬ ¯®±²°®¨²¼,

¯°¥¤­ §­ · ¾²±¿ ¤«¿ ®¶¥­¨¢ ­¨¿ �t(1), ·²® ¦¥ ª ± ¥²±¿ ª®½´´¨¶¨-

¥­²®¢ �t(2), ²® ¬», ¢¨¤¨¬®, ¨ ­¥ ¯®¤®§°¥¢ ¥¬ ® ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ

®¡º¿±­¿¾¹¨µ ´ ª²®° µ, ¨«¨ ­¥ ±·¨² ¥¬ ¨µ ¢ ¦­»¬¨.

� ±®¦ «¥­¨¾, ®¶¥­ª  �̂, ¢®®¡¹¥ £®¢®°¿, ±¬¥¹¥­ :

�̂ = (X
0

X)�1X
0

Y = (X
0

X)�1X
0

(X�t(1) +Xc�t(2) + "t) =

= �t(1) + (X
0

X)�1X
0

Xc�t(2) + (X
0

X)�1X
0

"t;

E�̂ = �t(1) + (X
0

X)�1X
0

Xc�t(2):

�¥±¬¥¹¥­­®© ®¶¥­ª  �̂ ®ª §»¢ ¥²±¿ ¢ ¨±ª«¾·¨²¥«¼­®¬ ±«³· ¥

X
0

Xc = 0, ª®£¤  ±²®«¡¶» ¤®¯®«­¨²¥«¼­»µ °¥£°¥±±®°®¢ ®°²®£®-

­ «¼­» ±²®«¡¶ ¬ ¨±¯®«¼§®¢ ­­»µ °¥£°¥±±®°®¢ (¨±ª«¾·¥­¨¥ ¨ ¥±²¼

¨±ª«¾·¥­¨¥).
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� ±±¬®²°¨¬ ²¥¯¥°¼ ®¶¥­ª³ ¤¨±¯¥°±¨¨ �
2
t . �¬¥¥¬

"̂ = Y �X�̂ = X�t(1) +Xc�t(2) + "t �

� X(�t(1) + (X
0

X)�1X
0

Xc�t(2) + (X
0

X)�1X
0

"t) =

= P
?

Xc�t(2) + P
?

"t:

�®½²®¬³

"̂
0

"̂ = �
0

t(2)X
0

cP
?

Xc�t(2) + "
0

tP
?

"t + 2�
0

t(2)X
0

cP
?

"t:

�²®°®¥ ±« £ ¥¬®¥ ¨¬¥¥² ²°¥¡³¥¬®¥ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®¥ ®¦¨¤ ­¨¥

(N � k)�2
t , ²°¥²¼¥ | ¢ª« ¤  ­¥ ¤ ¥², ².ª. E"t = 0. � ª®­¥¶, ¯¥°-

¢®¥ ±« £ ¥¬®¥, ®·¥¢¨¤­®, ¯° ª²¨·¥±ª¨ ¢±¥£¤  ¯®«®¦¨²¥«¼­® (¤ ¦¥

¢ ±«³· ¥ X
0

Xc = 0, ª®£¤  ®­® ®¡° ¹ ¥²±¿ ¢ (Xc�t(2))
0

Xc�t(2)). � -

ª¨¬ ®¡° §®¬,

s
2 = "̂

0

"̂=(N � k)

| ±¬¥¹¥­­ ¿ ¢¯° ¢® ®¶¥­ª  ¤¨±¯¥°±¨¨.

�¡±³¤¨¬, ¢ § ¢¥°¸¥­¨¥ ¯ ° £° ´ , ¢®¯°®± ® ²®¬, ª ª ¢»¿¢¨²¼

¯°®¯³±ª¨ °¥£°¥±±®°®¢ ¢ ¬®¤¥«¨ ± ­®°¬ «¼­® ° ±¯°¥¤¥«¥­­»¬¨

®¸¨¡ª ¬¨. �«¿ ½²®£® § ¬¥²¨¬, ·²®

E"̂ = P
?

Xc�t(2):

�°¥¤¯®«®¦¨¬ ±­ · « , ·²® ½²®² ¢¥ª²®° ®²«¨·¥­ ®² ­³«¿. �

½²®¬ ±«³· ¥ ¬®¦­® (ª ª ¨ ¢ ¯ ° £° ´¥ 2.7) ¢»¡° ²¼ ­¥ª®²®-

°»© ®°²®­®°¬¨°®¢ ­­»© ¡ §¨± e1; : : : ; eN�k ¢ ¯®¤¯°®±²° ­±²¢¥

L?(X1; : : : ; Xk), £¤¥ «¥¦¨² "̂, ±®±² ¢¨²¼ ¨§ ½²¨µ ¢¥ª²®°®¢{±²®«¡¶®¢

¬ ²°¨¶³ e ¨ ° ±±¬®²°¥²¼ ¢¥ª²®° e
0

"̂ ± ª®®°¤¨­ ² ¬¨ e
0

j "̂. �·¥-

¢¨¤­®,

E(e
0

"̂) = e
0

P
?

Xc�t(2) = e
0

Xc�t(2):

�°®¬¥ ²®£®, ¤®ª § ­­ ¿ ¢ ¯ ° £° ´¥ 2.7 ´®°¬³« 

cov(e
0

"̂) = �
21N�k;

®·¥¢¨¤­®, ±¯° ¢¥¤«¨¢  ¨ ±¥©· ± (¥¤¨­±²¢¥­­®¥ ®²«¨·¨¥, ­¥¶¥­²°¨-

°®¢ ­­®±²¼ e
0

"̂, ­¥ ¨£° ¥² °®«¨ ¯°¨ ¢»·¨±«¥­¨¨ ª®¢ °¨ ¶¨©).
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�°¥¤­¥¥  °¨´¬¥²¨·¥±ª®¥ ±«³· ©­»µ ¢¥«¨·¨­ e
0

j "̂

1

N � k
(1!)

0

e
0

"̂ (2.21)

¯°¥¤±² ¢«¿¥²±¿ ¢ ¢¨¤¥ ±³¬¬» ±¢®¥£® ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®£® ®¦¨¤ ­¨¿

1

N � k
(1!)

0

e
0

Xc�t(2) (2.22)

¨ ±°¥¤­¥£®  °¨´¬¥²¨·¥±ª®£® N � k ­¥§ ¢¨±¨¬»µ ¢¥«¨·¨­ ± ° ±-

¯°¥¤¥«¥­¨¥¬ N(0; �2). �®½²®¬³ ¬®¦­® ¯®±²°®¨²¼ ¤®¢¥°¨²¥«¼­»©

¨­²¥°¢ « ¤«¿ (2.22) | ±°¥¤­¥£® §­ ·¥­¨¿ ­®°¬ «¼­® ° ±¯°¥¤¥«¥­-

­®© ± ¤¨±¯¥°±¨¥© �2
=(N � k) ±«³· ©­®© ¢¥«¨·¨­» (2.21).

�®­¥·­®, ¤¨±¯¥°±¨¿ �2 ­ ¬ ­¥ ¨§¢¥±²­ , ­® ¥±«¨ ¢®±¯®«¼§®¢ ²¼±¿

§ ¢»¸¥­­®© (±¬. ¢»¸¥) ®¶¥­ª®© s
2, ²® ¬» ¡³¤¥¬ «¨¸¼ ­¥±ª®«¼ª®

°¥¦¥ ®²¢¥°£ ²¼ £¨¯®²¥§³ �t(2) = 0 ¨ ±«¥¤±²¢¨¿ ¨§ ­¥¥, ­®, ¢±¥-² ª¨,

¯°¨ ³¤ ·­®¬ ±²¥·¥­¨¨ ®¡±²®¿²¥«¼±²¢ ±¬®¦¥¬ ¢»¿¢¨²¼ ®²±³²±²¢¨¥

¶¥­²°¨°®¢ ­­®±²¨ ¤«¿ ¢¥ª²®°  e
0

"̂.

�±«¨ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®¥ ®¦¨¤ ­¨¥ (2.22) ®¡° ¹ ¥²±¿ ¢ 0, ­ ¸

¯°¨¥¬ ­¥¯°¨£®¤¥­. � ½²®¬ ±«³· ¥ ¬®¦­® ¯®¯»² ²¼±¿ ±¬¥­¨²¼ ¡ -

§¨±­³¾ ¬ ²°¨¶³ e.

�®«¼¸¨¬ ­¥¤®±² ²ª®¬ ³ª § ­­®£® ¬¥²®¤  ¿¢«¿¥²±¿ ­¥®¡µ®¤¨-

¬®±²¼ ±²°®¨²¼ ¬ ²°¨¶³ e | ½²® ²°³¤®¥¬ª ¿ ¢»·¨±«¨²¥«¼­ ¿ § -

¤ · . � ­¥ª®²®°»µ ±«³· ¿µ ¬®¦­® ­¥ ¤®¢®¤¨²¼ ¯®±²°®¥­¨¥ ¡ §¨± 

fejg ¤® ª®­¶  ¨ ®£° ­¨·¨²¼±¿ ­¥±ª®«¼ª¨¬¨ ¯¥°¢»¬¨ ¡ §¨±­»¬¨

¢¥ª²®° ¬¨.

�¥°­¥¬±¿ ²¥¯¥°¼ ª ±«³· ¾ E"̂ = 0, ª®£¤  ­¥ ¯®¬®¦¥² ­¨ª -

ª®¥ ¨§¬¥­¥­¨¥ ¬ ²°¨¶» e. � ½²®© ±¨²³ ¶¨¨ ¬®¦­® ¯®¯»² ²¼±¿

³¬¥­¼¸¨²¼ ¢»¡®°ª³, ®²¡° ±»¢ ¿ ®¤­® ¨«¨ ­¥±ª®«¼ª® ­ ¡«¾¤¥­¨©.

� «¾¡®¬ ±«³· ¥, ¬®¦­® ­ ¤¥¿²¼±¿, ·²® ¢®§¬®¦­»© ¯°®¯³±ª °¥-

£°¥±±®°®¢ ¢±ª°®¥²±¿ ¯®±«¥ ­¥±ª®«¼ª¨µ ¯®¯»²®ª. � ­  "­¥²", ª ª

£®¢®°¿² ¢ ±² ²¨±²¨ª¥, ¨ ±³¤  ­¥².

�, ­ ª®­¥¶, ¯®±«¥¤­¥¥ § ¬¥· ­¨¥. �°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ¬» ¢»-

¿¢¨«¨ ­¥·²®, ¯®µ®¦¥¥ ­  ¯°®¯³±ª °¥£°¥±±®°®¢. �¥¤¼ ½²® ¢±¥£®-
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«¨¸¼ ±¨£­ « ® ²®¬, ·²® "·²®-²® ­¥ ¢ ¯®°¿¤ª¥". �°¥¤¯®«®¦¥­¨© ¢

­ ¸¥© ¬®¤¥«¨ ¤®¢®«¼­® ¬­®£®, ¨, ¬®¦¥² ¡»²¼, ­ °³¸ ¥²±¿ ®¤­®

¨§ ±¢®©±²¢ ®¸¨¡®ª. �  ½²®© ¢®¯°®±¨²¥«¼­®© ­®²¥ ¬» § ª ­·¨¢ ¥¬

¯ ° £° ´ ¨ £« ¢³.
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